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Vorwort. 



Der TOFÜegende Leitfaden folgt im allgemeinen dei dnrch 
V. Standt geschaffenen, dorch Herrn Reye erschlossenen 
Daratellnngsweise") der Geometrie der Lage. Im einzelnen 
finden sich mancherlei Abweichungen. Die wichtigsten unter 
diesen sind die beiden folgenden. 

In der Definition'*"'' der projektiven Verwandtschaft bin 
ich nicht t. Standt, soDdem Herrn Thomae gefolgt. Aos- 
schlaggebend war dabei für mich, dafs, von der BegrUndng 
der kollinearen and reziproken Verwandtschaft abgesehen, 
bei allen Kon&tmktionen und Beweisen die projektiven Gre- 
bilde aufgefafst werden als die Endglieder einer Kette von 
Perspektiven Gebilden nnd dafs es daher fär den Lernenden 
eine Erleichternng ist, wenn ihm in der Definition gerade 
diese Eigenschaft übermittelt wird. 

Die Standtsche Theorie der imaginären Elemente, die 
sich anf einen „ordentlichen" Wnrf sttttzt, habe ich ersetzt 
durch eine Theorie, die von einem beliebigen Wurfe ansgeht. 
Diese Theorie macht eine Unterscheidimg zwischen reellen 
nnd imaginären Fällen unnOtig, weil sie nnr Beweise kennt, 
die für alle Fälle gleichzeitig gelten. Hält man nämlich 
stets die durch einen Wurf bestimmte Involution fest und 
stutzt die Beweise auf sie nnd niemals auf ihre etwa vor- 
handenen Ordnungselemente oder darauf, dafs keine Ord- 
nnngBelemente vorhanden sind, so stellt sich nirgendwo das 
BedUrfnis ein, imaginäre Elemente einznnihren"* *' lasAiiioAo^ 
Das Wort imaginär ist aber nicht blofs annötig, es ist ge- 
radezu schädlich; denn es kann, weil ihm keine Vorstellong 
entspricht, nor verwirrend wirken. Das Wort imaginär sollte 
daher aus der Geometrie der Lage verbannt werden'**''. — 
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IV Vorwort. 

Dafs mau dnrcfa die angegebene Verallgemeinernng 
(die ich zaeiBt in einer Abtandlnng Über Büschel und Netze 
von ebenen Polargystemen zweiter Ordnung, Hamburg ISSS, ver- 
öffentlicht habe; Tgl. die Arbeit dea Herrn H. WienerC^s')) 
zu allgemein gtUtigen Konstruktionen nnd mit ihnen zu 
allgemein gtlltigen Beweisen gelangt, zeigt, neben den Lehr- 
sätzen von Desargues'"^' und HeBae'^'" in ilirer allgemeinsten 
Form, die Aufgabe'^''*': Eine Kurve aua fünf (reellen oder 
ImaginäreD) Punkten zu zeichnen. — Diese Aufgabe Uefa 
sich allmählich soweit vereinfachen nnd elementar begrün- 
den, dafs sie gleich an die Lehre von den konjugierten In- 
volutionen angeBChlossen'''^) und so in den Mittelpnnkt des 
Crauzen gerUckt werden konnte. Im G^runde führen alle 
Konstruktionen auf sie hin oder geben von ihr aus. 

In der Darstellung habe ich ein lUckenloses Fortschreiten 
im Beweisen eratrebt. Durch ein ununterbrochenea Zurück- 
verweisen auf die beim Schliefsen benutzten Lehraätze soll 
der Lernende in den Stand gesetzt werden, mit möglichst 
geringer MUhe die Wurzeln jedea Beweises aufzudecken und 
sich über die Stellung jedes Satzes innerhalb des gesamten 
Lehrgebäudes Klarheit zn verschaffen. Überhaupt ist für 
die Form der Darstellung an jeder Stelle des Buches das 
Ziel gewesen, dem Lernenden den Zugang zur Geometrie 
der Lage zn erleichtern. 

Hamburg, im November 1899. 

Rudolf BSger. 
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Der Kegelschnitt 



§ 1. Ferspektive Verwandtschaft. 

1. Geometrie der Lage. Die Geometrie der Lage be- 1 
achäftigt sich ausschliefslich mit den Lagenbeziefaungen 
geometrischer Gebilde zn eioander; der Begriff des Mafses 
ist ihr fremd. Für die Zeichnung der Figuren dieses Buches 
reicht daher (von einzelnen Znsätzen abgesehen) das Lineal 
ans. Dem Lernenden wird dringend geraten, jede Figor 
nach den Angaben des Textes {wenn auch nnr aus freier 
Hand mit Bleifeder) selbständig zu zeichnen; er wiid 
bald finden, dafs er durch selbständiges Zeichnen das Ver- 
stehen des Inhalts erheblich beschleunigt Die beigegebenen 
Figuren sollen nur zur Kontrolle und zum schnellem Ver- 
ständnis beim ^Nachschlagen eines bereits durchgearbeiteten 
Lehrsatzes dienen. 

Während in der Geometrie der Alten die Arithmetik in 
ausgedehntem MaTse znm Beweisen herangezogen wird, 
verzichtet die Geometrie der Lage auf jede Rechnung. 
Trotzdem werden auch heute noch die grundlegenden Sätze 
riel&ch mit planüuetrischen HUlfsmitteln bewiesen'*"; der 
vorliegende Leitfaden folgt der Darstellung des grofsen 
Geometers von Staadt, der die Geometrie der Lage zu 
einer selbständigen Wissenschaft machte, indem er ihr 
1847 in seinem Buche Geometrie der Lage, dem von 1856 
bis 1860 die Beiträge zur Geometrie der Lage folgten, eine 
Grundlage aus rein geometrischeni Stoff gab. Weil aber 
durch Übung und Unterriebt Gleichheit und Farallelitöt 

Btitr, Bbn« Oianatil* dir Ligi. 1 



2 !■ Der Kesrelachnitt. 

wichtige Httlismittel fUr niiBer ÄDsehaunngsTemiögeD ge- 
worden sind, so wird im folgenden (in dnieh ein Stemctieit 
* kenntlich gemachten Nnmmern) die Voratellnng der geo- 
metriBchen Figuren durch den Hinweis anf plauimetriaehe 
Folgenmgen aus den allgemeinen Lehrsätzen der Geometrie 
der Lage erleichtert; zu einem FortBchritt in der Beweis- 
fllhrnng aber werden die Begriffe der Gleichheit nnd Par- 
allelität nicht benutzt. 

B 2. Die geraden Grundg-ebilde: Punktreihe, Strahlen- 
büschel, Ebenenbüschel. Der Inbegriff der Punkte, die in 
einer Gerade liegen, heifst (gerade) Funktrei/ie ; der Inbegriff 
der Geraden, die durch einen Punkt gehen, heifst (gerader) 
Straklmbüschd; der Inbegriff der Ebenen, die durch eine Gerade 
gehen, heifst (gerader) Eb^nrnbüse/iel. Für Punktreibe, Strahlen- 
btlBchel und EbenenbUschel hat man den gemeinsamen 
Namen dnförmige gerade Grundgebilde oder Grundgebilde der 
ersten Stufe. Die Punkte (einer Punktreibe), die Strahlen 
(eines StreihlenbUscbels), die Ebenen (eines Ebenenbtischels) 
nennt man die Elemente (des einförmigen Grundgebildes). 
Die Gesamtheit der Punkte ABC,.., die in der Gerade 
(oder, wie man auch sagt, in dem Träger) s liegen, be- 
zeichnet man kurz als die Punktreihe «; die Gesamtheit der 
Strahlen abc..., die durch den Punkt (oder, wie man auch 
sagt, durch den Mütelpunkt) S gehen, als den Strahlen- 
hUschel S; die Gesamtheit der Ebenen aßy..., die durch 
die Gerade (oder, wie man auch sagt, durch die Achse) g 
gehen, als den EbenenbUschel g. 

> 3. UnelgentUche Punkte und die unelgentllche 
Gerade. Eine Gerade hat mehr Punkte, alB wir zählen kennen ; 
sie hat unzählig oder unendlich viele Ponkte. Ebenso hat ein 
Strahlenbttschel unendlich viele Strahlen (und ein Ebenen- 
btlBcbel unendlich viele Ebenen). Verbinden wir sämtliche 
Punkte einer Gerade s mit einem anfserbalb der Gerade 
liegenden Punkte 'S, so erhalten wir sämtliche Strahlen 
von S Mb auf einen u, der der Gerade s puallel ist. Die 
Zahl der Strählen eines Punktes ist mitbin um eins grßfser 
als die Zahl der Punkte einer Gerade. Wir dürfen also 
nicht sagen; Jeder Strahl dcB Bttschels 5 schneidet die 
Gerade «, sondern mUssen hinzufügen: bis auf einen u, der 
der Gerade parallel ist. Dieser Strahl u nimmt aber, wie 
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wir im folgenden sehen werden, keine AasDafamestellung ein; 
wir wollen deswegen den Ittstigen Zngate umgehen, indem 
wir der Oerade « noch einen Punkt, den wir zum Unter- 
schied von den Übrigen den uneigentUchm nennen wollen, 
beilegen. Da dieser nneigentlicbe Ponkt , in dem nach 
unserer neuen Ansdrucksweise der parallele Strahl die 
Gerade » schneidet , von jedem eigentlichen Punkt der 
Grerade unendlich weit entfernt ist, so nennen wir ihn auch 
den unendlich femm Purüd der Gerade. 

Der Grundsatz : Durch einen (eigentlichen) Funkt kann 
man zu einer Gerade eine und nur eine Parallele ziehen, 
lantet jetzt: Jede Gerade, die durch einen eigentlichen 
Punkt geht, hat einen und nur einen uneigentlieheo (un- 
endlich fernen) Piinkt. 

Aus dieeem Grundsatz folgt, dafs alle uneigentlichen 
(unendlich fernen) Punkte der Ebene in einer Gerade, der 
uneigenäichen (unendlich fernen) Gerade o der Ebene, liegen. 
Denn lägen sie in einer andern Linie, so könnten wir zwei 
Punkte dieser Linie verbinden und somit eine Gerade mit 
zwei uneigentlichen Punkten zeichnen. 

In Ziäunft sprechen wir also nicht mehr von parallelen 
Geraden, sondern von solchen, die durch denselben Punkt 
der uneigentlicben Gerade o gehen oder, was dasselbe sagt, 
die sieh in einem uneigentlichen Punkte schneiden. 

4. Drehungrssimu Ein Strahl a kann sieh < 

um einen seiner Punkte S in zweierlei Sinn 
drehen (mit dem Zeiger einer Uhr oder gegen 
den Zeiger einer Uhr). Ist b ein zweiter Strahl 
von Sj so gelangt der Strahl a sowohl bei der 
Drehung im Sinn eines Uhrzeigers als auch bei 
der Drehung im entgegengesetzten Sinn nach b 
(Fig. 1). 

Ist c ein dritter Strahl von 
S, 80 ttberschreitet a bei der 
Drehung in dem einen Sinn, 
bevor er nach b gelangt, den 
Strahl c; bei der entgegen- 
gesetzten Drehung nicht. Wir 
wollen nun unter abc immer 
den Drehungssinn verstehen, 
bei welchem a, ohne c zu uber- 





'AtIX^^Ic 



4 L Der EegelBctmitt 

achreiten, nach b gelangt (Fig. 2), eo dafs dorch die Bezeich- 

aung abc immer ein bestimmter Drehoiigssiim festgelegt ist. 

G 5. Bewegm^fssinn. Von dem Pankt A einer Gerade s 

kaoD man sich in zweierlei Sinn fortbewegen, um zu einem 

zweiten Funkt ^ in s zn gelangen. Bewegt man sich in 

dem einen Sinn, so mufa man den nneigentlichen") Punkt 

von s überschreiten, um nach B za gelangen; bewegt man 

sich in dem andern Sinn, bo fiberschreitet 

t — :> <• ^ man den uneigentlichen Punkt von a nicht 

(Fig. 3). Den Sinn beider Bewegungen 

««■ >• wollen wir dadurch nntei^cheiden, dafs wir 

die Bewegtmg, bei welcher der uneigentliche Punkt nicht 

abersohritten wird, durch A B , und die Bewegung, bei 

welcher der uneigentliche Punkt Überschritten wird, dnreh 

A ' B bezeichnen. 

Ist C ein dritter (eigentlicher) Ponkt von b, so wollen 
wir unter ABC immer den Bewegungssinn verstehen, bei 



C.^ — * S —A CM *— 

Fig. i. 

welchem man von Ä nach B gelangt, ohne C zu über- 
schreiten, so dafs durch die Bezeichnung ABC immer ein 
bestimmter Bewegangssinn festgelegt ist (Fig. 4). 
« 6, Perspektive Lage. Das Wesen der Geometrie der 

Lage besteht darin, die Elemente der Grundgebüde'^^ einander 
zuzuordnen, d. h. jedem Element des einen önmdgehildes 
ein Element des andern zuzuweisen. 

Zwei einander zugeordnete Elemente 
heifsen homohge Elemente. 

Auf die einfachste Art stellt man eine 
solche Zuordnung, z. B. zwischen einer 
_ Pnnktreihe s und einem StrahlenbUsehel S, 
in folgender Weise her. Jedem Strahl a 
Hg 5 ^^ Mittelpunktes S ordnet man den Punkt 

Ä des Trägers a zu, in dem der Strahl a 
die Gerade s schneidet (Fig. 5). Für die so hergestellte 
Besiehung zwischen den Punkten einer Gerade nnd den 
Geraden eines Punktes hat man verschiedene Ausdrueks- 
weisen. Entweder man nennt den Strahlenbüschel einen 
Schein der Punktreihe oder die Pnnktreihe einen Schnitt des 
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StrahlenbUschels oder schliefslich man ea^: Der Strahlen- 
bSschel und die Pnnktreihe sind in perspektiver Lage. In 
Zeichen deutet man die Perspektive Verwandtschaft an durch 

gelesen : Der StrahlenbUschel S peispektiv zur Punktreihe s. 
7. Perspektive Strahlenbüschel und Perspektive ? 
Punktrelhen. Im folgenden stellen wir eine Reihe von Sätzen 
nicht hinter, sondern neben einander. Dadurch wollen wir darauf 
aufmerksam machen, dafs man den rechts stehenden Satz aus 
dem linke stehenden Satz erhält, indem man die Worte: 
Gerade (Strahl) und Punkt, Mittelpunkt und Träger, Strahlen- 
büBchel und Punktreihe, Schnittpunkt und Verbindungslinie, 
Drehung und Bewegung mit einander vertauscht. Später (*^ ^i 
werden wir in dem Gesetz der Dualität (oder Beziprozität) 
den Grund daftlr kennen lernen, dafs man dnrch eine solche 
mechanische Vertauschung neue Sätze erhält. — Dem Ler- 
nenden wird empfohlen, den rechts stehenden Satz ohne 
Hülfe des Buches aus dem links stehenden abzuleiten. 

Perspektive Punktreilien. Um 



Perspektive Stra/deiibüsckel. 
Um die Strahlen zweier Strah- 
lenbtischel S und 5^ anf ein- 
ander zu beziehen, uimmt man 
eine Pmiktreihe « zu Hülfe 
nnd weist jedem Strahl o 
von S den Strahl a^ von S, 
zn, der dnrch den Schnitt- 
punkt A^=sa geht. 

Die beiden Strahlenbflsehel 
S and -S^ sind nach der Kon- 
struktion (Fig. 6) Scheine'^' 
einer und derselben Pnnkt- 
reihe s. Nennen wir zwei 
solche Büschel perspektiv, so 
können wir uns auch so aus- 
drücken : 

Zwei Strahlenbüschel lieifsen 
perspektiv, wenn sie Scheine 
einer und derselben Punktrdhe 
sind. _ 

In Zeichen: S 7\ Sj, 



die Punkte zweier Punkt- 
relhen s und s^ auf einander 
zn beziehen, nimmt mau einen 
Strahlenbüschel S zu Hülfe 
und weist jedem Punkt A von 
s den Punkt A^ von «^ zu, 
der aut der Verbindungslinie 
a^SA liegt. 

Die beiden Pnnktreihen « 
und s^ sind nach der Kon- 
struktion (Fig. 7) Schnitte'*' 
eines und desselben Strahlen- 
bUschels S. Nennen wir zwei 
soichePunktreihen perspektiv, 
so können wir uns auch so 
ausdrücken : 

Zwei Punktreilien heißen 
perspektiv, wenn sie Schnitte 
eines und desselben Sbrahlen- 

büscheU sind. 

In Zeichen : s~/\8 . 



.X-^OOq\Q 



I. Der Eegelachnitt. 




8 8. Sich selbst homologrep 
Strahl. Der Strahl, welcher 
durch die Mittelpunkte S nnd 
iSj geht, gehört sowohl znm 
BUschel S wie znm Btlscbel S, . 
Er ist also als ein sweifaeher 
Strahl zu bekachteo nnd wird 
als solcher häufig mit zwei 
Bachstsbeo bezeichnet: mit t, 
wenn man ihn als Strahl des 
Büschels S; mit f,, wenn man 
ihn als Strahl des BUschele 
S^ ansieht. 

Sacht man zu t vermittelst 
der Punktreihe s in der an- 
gegebenent'* Weise den ho- 
mologen'** Strahl von S^, 
80 findet man (, (Fig. 6). 
Daher: 

Sind zwei StraJiletihüschel in 
perepekHver Lage, so ist die 
Verbindungslinie der Mittel- 
punkte sieh selbst homolog. 

9 Q.Drehui^perspektlvzu- 
greopdnetep Strahlen. Dreht 

sich ein Strahl «um den Punkts 
BO, dafs sein Drebungssinn'^), 
etwa ab e {Fig. 6), unver- 




Sleh selbst homologrep 
Ponkt. Der Punkt, in dem sieh 
die Träger s und «^ schneiden, 
gehört sowohl zur Reihe s 
wie zur Reihe s^. Er ist also 
als ein zweifacher Punkt zu 
betrachten und wird als 
solcher häufig mit zwei Buch- 
staben bezeichnet : mit T, 
wenn man ihn als Punkt der 
Reihe s; mit T,, wenn man 
ihn als Punkt der Reihe «, 
ansieht. 

Sucht man zu T vermittelst 
des Boscheis S in der an- 
gegebenen (" Weise den ho- 
mologen'^' Punkt Ton s^ , 
so findet man 2"^ (Fig. 7). 
Daher: 

Sind zwei Ihmktreihen in 
perspektiver Lage, so ist der 
Schnittpunkt der Träger sieh 
selbst homolog. 

Bewegwigrpepspektiv zu- 
geopdnetep Punkte. Durch- 
läuft ein Punkt X die Gerade s 
so, dafs sein Bewegungssinn'", 
etwa ABC (Fig. 7), un- 
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ändert bleibt, so dniehlänft 
Bein Sebnittpwikt X mit einer 
nicht durcb S gehenden 
Gerade s in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn Ä B C"') 
die Gerade s. Der Strahl x^, 
welcher den Punkt X mit 
einem anfserhalb « liegenden 
Fnnkte 5, verbindet, dreht 
sich dann, während x sich 
nm S dreht, um den Mittel- 
punkt Sj in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn a^ 6j c, . 

Da bei unserer Konstruktion 
die Strahleobüsehel S und S^ 
(vermittelst der Punktreihe s) 
perspektiv aufeinander be- 
zogen sindf^J, 80 können wir 
das Ergebnis so aussprechen: 

Dreht sich einStroM x um den 
Mittelpunkts in dnem bestimm- 
ten unveränderUeken Sitm, so da/s 
er nacheinander mit jedem Strahl 
des Büschels S zusammenfällt, 
so dreht sich ein ihm per- 
spektiv zugeordneter Stra/U x^ 
um seinen Mittelpunkt Sj in 
eitlem bestimmten unveränder- 
lichen Sinn, so da/s er eben/alle 
nac/idnander mit jedem Strahl 
des Mittelpunktes S, zusammen- 



10. ElliptischeF und hyperbollsehep WopT. DieKeiben- k 
folge von vier Punkten, die in einer Gerade liegen, sei 
Ä BCD, so dafs ein Punkt X, der die Gerade s im Sinne 
ÄBC^^'i durchläuft, der Reihe nach mit .-45 CZ) zusammen- 
fällt. Fassen wir die vier Punkte in zwei Paare Ä B und 
CD zusammen und nennen Ä B sowohl wie C D ein Punkt- 
paar, 80 wird bei der angegebenen Reihenfolge das Punkt- 
paar AB durch das Pnnktpaar CD nicht getrennt, d. h. der 



veHlndert bleibt, so dreht sich 
seine Verbindnugslinie x mit 
einem anfserhalb s liegenden 
Punkte S in einem bestimmten 
nnveränderliehen Sinn aicH) 
nm S. Der Punkt X^, in 
dem die Verbindungslinie x 
eine nicht durch S gehende 
Gerade Sj schneidet, durch- 
läuft dann, während X sich 
auf s bewegt, den Träger s^ 
in einem bestimmten nnver- 
änderliehen Sinn ä, S, (7, . 

Da bei unserer Eonstmktion 
die Punktreihen s und «, (ver- 
mittelst des Strahlenbllsehels 
S) perspektiv aufeinander be- 
zogen sind''', so können wir 
das Ergebnis so aussprechen: 

DarcJUäuft ein Punkt X den 
Träger s in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn, so da/e 
er nacheiTiander mit jedem 
Punkt der Reihe s loisammen- 
/öMt, so durchläufl ein ihm 
pa-spektiv zugeordneter Punkt 
JCj seinen Träger s, in einem be- 
stimmten unveränderlichen Sinn, 
so da/a er ebenfalls nachein- 
ander mü jedem Punkt des 
zusammenfä^. 
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Fnnkt X gelangt von A nach B, ohne C oder D zu ttber- 
BcIireiteD. — Um uns bequemer ausdrucken zu können, 
fuhren wir ein neues Wort ein durch die 

1. Definition: Der Inbegriff zweier Punktpaare heifst 
ein (gerader Ponkt-) Wwr/; in Zeichen AB. CD, 

Wir können dann sagen : In dem Wurf Ä B . CD wird 
das Punktpaar A B durch das Punktpaar CD nicht getrennt. 

Aus der Gruppe unserer vier Punkte kj^nnen wir femer 
den Wurf AD .BC bilden. Unser Punkt X gelangt von A 
nach D, indem er B und C überschreitet. Würde er sieh 
im entgegengesetzten Sinne bewegen, so würde er von A 
nach D gelangen, ohne B und C zu überaclireiten. Auch 
in diesem Falle sagen wir: Das Punktpaar A D wird durch 
das Punktpaar BC nicht getrennt. 

Bilden wir sehliefslich ans den vier Punkten ABCD 
den Wurf AC .B D, so gelangt der Punkt X von A nach 
C, indem er B überschreitet, I> dagegen nicht; bewegt er 
sich im entgegengesetzten Sinn, so gelangt er von Ä nach 
(7, indem er I) überschreitet, B aber nicht. In diesem Fall 
sagen wir: Das Punktpaar AC wird durch das Punktpaar 
BD getrennt. — 

Um das Ergebnis zusammenfassen zu können, fuhren 
wir noch zwei neue Worte ein : 

2. Definition : Ein Wurf, dessen Punktpaare einander 
trennen, heifst elliptisch. 

3. Definition: Ein Wurf, dessen Punktpaare einander 
nicht trennen, heifst hyperbolisch. 

Das Ergebnis unserer Betrachtungen lautet demnach: 

4. Lehrsatz: Aus vier JPunkten lassen sich drei Würfe 
bilden; swd von diesen drd Würfet sind hyperbolisch^ 
der dritte ist eüiptisch. 

11 11. Der aas vier Strahlen gebildete Wurf. Verbinden 
wir die vier Punkte ABCD mit einem aufserhalb ihres 
Trägers e liegenden Punkte <S durch die vier Strahlen ab cd 
und bezeichnen die Verbindungslinie S{X) durch « {Fig. 7), 
so ergiebt sich aus den Betrachtungen von Nr. 9, dafs die 
Reihenfolge der Strahlen ab cd mit der Reihenfolge der 
Punkte ABCD übereinstimmt. Gebrauchen wir statt der 
Worte: Wir verbinden die Punkte ^SC1> mit dem Punkte 
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S dnrch die Strahlen ab cd, die gleichbedeatenden : Wir 
projizieren die Punkte AB CD ans S durch die Strahlen 
ab cd, und nennen ferner noch zwei elliptische (oder hyper- 
bolieche) Würfe gleichartig, so haben wir 

1. Lehrsatz: Ein Punktvmrf wird aus jedem Punkt 
durch einen gleichartigen Straldenvmrf projiziert. 

Eb läfst sieh daher der Satz Nr. 10^ anf einen Strahlen- 
wurf übertragen. Indem wir für Punkt nnd Strahl (und 
auch Ebene) das zusammenfassende Wort Element'*' an- 
wenden, können wir sagen : 

2. Lehrsatz: Am vier Elementen AB CD lassen 
sieh drei Würfe 

AB. CD; AC.BD; AD.BC 
hiMen; zwei von diesen drei Würfen sind hyperbolisch, 
der dritte ist elliptisch. 

Zmaiz. Wir sprechen nicht blofs von einem Wurf gleich- z 
artiger Elemente, sondern auch von einem Wurf, der be- 
stimmt wird dnrch ein Punktpaar A B und ein Strahlenpaar 
cd. Bezeichnen wir nämlich die Punkte, in denen die 
Verbindungslinie s^ AB von den Strahlen c und d ge- 
Bchnitten wird, durch C und D und die Strahlen, durch 
welche die Punkte A und B ans dem Schnittpunkt S^ cd 
projiziert werden, durch a und b, so verstehen wir unter 
dem durch das Fnnktpaar A B und das Strahlenpaar c d 
bestimmten Wurf AB .cd entweder den Punktwurf A B . CD 
oder den Strahlenwurf ab .cd. Je nachdem der Wurf 
AB . CD {ab . cd) elliptisch oder hyperbolisch ist, sprechen 
wir von einem elliptischen oder hyperbolischen Wurf A B . cd; 
oder auch wir sagen : Das Punktpaar A B wird durch das 
Strahlenpaar c d getrennt oder nicht getrennt. 

Diese Ausdrneksweise dehnen wir auch auf drei Punkte 
ABC und einen Strahl d (oder auf drei Strahlen abc und 
einen Punkt D) aus, indem wir z. B, sagen: Z>er Punkt C 
wird von dem Strahl d durch die Punkte A und B getrennt 
oder nicht getrennt. 

12. Vorläuflsre Inhaltsai^rabe. Der Inhalt der la 
Geometrie der Lage läfst sich an dieser Stelle bereits ver- 
ständlich machen und zwar am anschaulichsten vermittelst 
der (links) konstruierten Perspektiven StrahlenbttecheK^'. 
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Denken wir ans die Strahlen abc ... von S und die 
ihnen homologen (^) a^b^^c^.. . von S, fest and dann den 
einen Büschel um seinen Mittelpunkt gedreht (ohne dafs die 
gegeoBeitige Lage der Strahlen sieh ändert), sodafs also f'^' 
nicht mehr mit (, zusammenfällt, so liegen die Schnittpunkte 
der homologen Strahlen a o, , b\, cc^ ... nicht mehr in 
einer Gerade s, sondern in einer krummen Linie. 

Das Aufkuchen der Eigenschaften, die die so entstandene 
krumme Linie hat, bildet den Inhalt dieses ganzen Buches. 
» 13.* Epläutepung: durch den Kreis. Verständlicher 
werden die in der vorhergehenden Nummer gemachten An- 
deutungen, wenn wir eine bekannte krumme Linie, den Kreis, 
auf die angegebene Weise entstehen lassen. 

Wir beziehen zwei Strahlenbllsehel S and S^ nicht ver- 
mittelst einer beliebigen Gerade s, sondern vermittelst der 
uuendlich fernen Gerade o der Zeichenebene"' perspektiv 
aufeinander. Wir ordnen 
alsof^) jedem Strahl a von 
S den Strahl a, von S, 
zu, der durch den Schnitt- 
punkt von a und o geht, 
d. h. wir weisen jedem 
Strahl a von 'S den ihm 
parallelen Strahl a, von 
Sj zu (Fig. 8). Da Winkel 
mit parallelen Schenkeln, 
wenn sie in demselben 
Sinn*" gemessen werden, 
einander gleich sind, so ist der Winkel zwischen zwei beliebigen 
Strahlen a b gleich dem von den homologen Strahlen a^ Ä, ge- 
bildeten Winkel, so dafe die beiden StrahlenbUschel S und 5, 
einander kongruent sind. Die Gleichheit der Winkel bleibt 
bestehen, wenn wir z. B. den Bllsehel S^ um seinen Mittel- 
punkt Sj drehen. Auch in der neuen Lage ist also 
^:ab= ^a^b^ und folglich auch, wie ein Blick in die 
Fig. 8 lehrt, ^aa, ^^^66^. Daraus folgt nach einem 
planimetrischen Satze, dafs die Schnittpunkte A = art,, 
B = 6 ö, auf einem durch S und S^ gehenden Kreise liegen. — 
Aus i^: a a, =; -^ ( (, foig^; nebenbei bemerkt, femer noch, 
dafs tj in seiner neuen Lage Tangente an dem Kreise ist. 



.AitX^t^lC 




8 2. Hftnaoiiische Elemente. Nr. 13— j5. H 

§ 2. Harmonische Elemente. 

14. Stereometrlsche Hülfssätze. Der Fonäamental- 1* 
satz"" diese» Paragtaphen wird durch stereometmehe Be- 
trachtongen gewonnen. Wir schicken daher, um den Beweis 
Dicht nnterbrechen zu mflssen, die zu benatzenden stereo- 
metrischen Sätze vorans. 

1. Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, schneiden 
sich in einem Pnnkte. 

2. Zwei Gerades, die sich in einem Pnnkte schneiden, 
liegen in einer Ebene. 

3. Zwei Ebenen schneiden sich in einer Gerade. 

4. Sehneiden sich zwei Geraden, die in zwei ver- 
schiedenen Ebenen liegen, so liegt ihr Schnittpnnkt in der 
Schnittlinie beider Ebenen. 

5. Vier Punkte lassen sieh immer als die Ecken eines 
{räumlichen oder ebenen) Vierecks ansehen. 

Lehrsatz: Wenn zwei Gegenseiten eines Vierecks sich 
schneiden, so schneiden sich anch die anderen Gegenseiten 
des Vierecks. 

Beweis : Wenn die Gegenseiten A A und B r des Vier- 
ecks A A B r sich in P schneiden, so liegen die vier Ecken 
in der Ebene P A B ; alle Verbindungslinien der Ecken liegen 
daher in einer Ebene, folglich schneiden sie sich"^''. 

6. Lehrsatz : Wenn je zwei von drei Geraden sich schneiden, 
so liegen die drei Geraden in einer Ebene oder gehen durch 
einen Punkt. 

Beweis: Nach der Voraussetzung schneiden sich b und 
c in -4, c und a in B, a und b in C. Fällt A nicht mit B 
(and folglich auch nicht mit C) zusammen, so liegen die 
drei Geraden in der Ebene ABC. Fällt dagegen A mit 
B (und folglich auch mit C) zusammen, so gehen die drei 
Geraden dnrch einen Punkt. 

15. Pepspeküv liegende Dpelecke. In einer Ebene a le 
liege das Dreieck ABC mit den Seiten abc;iu einer zweiten 
Ebene u, {odet auch in derselben Ebene a) das Dreieck 
ABT mit den Seiten aßy. Wir wollen die Ecken A und 
A, B und B, C nnd T einander zuweisen und sie kurz 
homolog<<> nennen. Die Verbindungslinien homologer Ecken 
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neimen wir homologe Seiten. Durch die Zuordnung der 
Ecken der beiden Dreiecke ist dann auch jeder Seite dee 
einen Dreiecks eine beetimmte Seite des andern zugeordnet. 
Und umgekehrt. — 

1. Lehrsatz: Wenn die drei Punkte^ in denen sich 
die homologen Seiten zweier zugeordneten Dreiecke schneiden, 
in einer Gerade liegen, eo gehen die drei Geraden, welche 
die homologen Ecken verbinden, durch einen Punkt. 
Beweis: Die beiden in derselben Ebene a liegenden, 
zugeordneten Dreiecke seien ABC und A^ i?, C, [Fig. 9); 
^ die drei Punkte, in denen 

^ die Seiten abc des Dreiecks 

j\\ ABC von den homologen 

I \ \ Seiten a, 6, c, des Dreiecks 

I .felX "^^j ^i *^i geschnitten 

l^^tt^ werden, seien PQR; die 

^____.jS^T^^\\^ Gerade, in der nach der 
. ._;Sc£^^]^^ü~--\-— '^--V-^'2. Voraussetzung die drei 
^^^^^^^3^ Funkte P Q B liegen , 
^^^^R^ ' heifse t. 
' ^^^ ' Wir legen durch die 

-^, Gerade ( eine (in der Figur 

^'' * nicht gezeichnete) beliebige 

Ebene a, und ziehen in dieser durch die drei Punkte PQiJ 
drei beliebige Geraden aßy, die sich in den Punkten ABT 
schneiden. Wir betrachten zunächst die beiden Dreiecke 
^ 5 C und A B r. Da -B C und B r sich in P sehneiden, 
so müssen sieh auch die Verbindongaliuien B B und C V 
schneiden '^*''; ebenso müssen sich die Verbindungslinien C T 
und A A und die Verbindungslinien A A und B 6 sehneiden. 
Da diese drei Verbindungslinien nicht in einer Ebene liegen, 
weil die Ebenen ABC^=a und A B T ;^ u^ nicht zusammen- 
fallen, Bo gehen die drei Verbindungslinien ^ A, SB, CV 
durch einen Punkt Sl'*«'. 

Durch Betrachtung der Dreiecke A^ JS, C, und ABT 
ergiebt sich in derselben Weise, dafs die Verbindungslinien 
A^ A, ß^ B, C^ V durch einen Punkt 5, gehen. 

Den Punkt, in dem die Ebene a der Dreiecke ABC 
und A^ £, C, durch die Verbindungslinie der beiden Punkte 
8 nnd S^ geschnitten wird, nennen wir T. Weil nun SA 
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ood S^ A, nach der Konstruktion sieh in A schneiden, mttssen 
sich ancn S S^ nnd A A, sclineiden"*'*, mit andern 
Worten, A A^ niiifs dorch T gehen. Ebenso mttesen B B^ 
und CC, durch T gehen. — 

2. Lehrsatz: Wenn die drei Geraden, welche die 
homologen Ecken zweier zugeordneten Dreiecke verbinden, 
durch einen Punkt gelten, so liegen die drei Punkte, in 
denen eioh die kmnohgen Seiten schneiden, in einer Gerade. 



Beweis: Wir legen durch den Punkt T (Fig. 9), in dem 
sich nach der VorauBsetzung die drei VerbinduDgslinien homo- 
loger Ecken AA^, BB^, CC^ schneiden, eine beliebige, 
nicht in a liegende {in der Figur nicht gezeichnete) Gerade 
und nehmen in dieser zwei beliebige Punkte <S und S^ an. 
Weil SS^ nnd AA^ durch T gehen, so mttssen sich anch 
SA und S -d, in einem Punkte A schneiden l'*"); ebenso 
schneiden sich S B nnd S, B^ in einem Punkte B, S C und 
Sj Cj in einem Punkte r. Die drei Punkte ABT bestimmen 
eine Ebene a,, die die Ebene a in der Gerade t schneiden 
möge <!*•>. 

Die Geraden B C nnd B^ Cj schneiden siebC*'*, weil 
sie beide in der Ebene a liegen ; die Geraden B C und B r 
schneiden sich, weil JS B und CT durch 5 gehen*^*'*; die 
Geraden B. C^ und B V schneiden sieh, weil B^ B und C^ V 
durch S, gehen C^«'. Die drei Geraden B C, S, C^, B r, von 
denen, wie wir sehen, je zwei sich schneiden, können aber 
nicht in einer Ebene a liegen, weil sonst B (und V) und mithin 
auch S gegen die Konstruktion in a liegen mtlfste ; sie gehen 
daher"*"' durch einen Punkt P, und dieser liegt, weil z. B. 
B C und B r in zwei verschiedenen Ebenen a und a, liegen, 
in der Schnittlinie ( von a und c. ''*''• -B ^ imd B, C, 
schneiden sieh also in einem Punkte P von (. — Ebenso liegt 
anch der Schnittpunkt Q von CA und C^A^ und der 
Schnittpunkt Ä von A B und A^^ B^ in t. 

Anmerkung. Wenn von zwei zugeordneten Dreiecken i 
ABC und A^ B^ C, entweder die Schnittpunkte homologer 
Seiten in einer Gerade liegen oder die Verbindungslinien 
homologer Ecken durch einen Punkt gehen, so heifsen die 
Dreiecke perspektiv liegend. — Dieser (durch stereometriache 
Betrachtungen gewonnene) Lehrsatz (von Desargues) tlber per- 
spektiv liegende Dreiecke bildet die Grundlage der Lehre von 
den harmonischen Elementen und damit der Geometrie der Lage. 
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1« 16. Viereck. Vier Punkte 
einer Ebene können durch 
sechs Geraden verbanden wer- 
den. Nimmt man die vier 
Punkte zn Ecken eines Vier- 
ecks und nennt die Verbin- 
dungslinien Seiten, so lautet 
der vorstehende Satz: 

Ein Viereek hat sechs Seiten. 

Zwei Seiten, die nicht durch 
dieselbe Ecke gehen, heifsen 
Gegemeiten ; 

der Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten heifst Diagonal- 
punld\ 

die Verbindungslinie zweier 
Diagonalpunkte heifst Diago- 
naUinie. 

Ein Viereek hat demnach 
drei Paar Gegenseiten, drei 
Diagonalpnnkte und drei Dia- 
gonallinien. 




Die vier Ecken nennen wir 
Ä A B r (Fig. 10); die drei von 
A ausgehenden Seiten aba, 
ihre Gegenseiten a b^ c,. 
Femer fuhren wir ftir die Dia- 
gonalpunkte und Diagonal- 
linien die Bezeichnung ein: 
00,=^; bb^ = Q; cc^ = It. 
QR=p; RF=q; PQ=t. 



16. Vlepselt. Vier Geraden 
einer Ebene schneiden sieh 
in sechs Punkten. Mmmt 
man die vier Geraden zu 
Seiten eines Vierseits und 
nennt dieSchnittpunkte Ecken, 
so lautet der vorstehende Satz : 

Ein Vierseit hat sechs Ecken. 

Zwei Ecken, die nicht in 

derselben Seite liegen, heifsen 



die Verbindungslinie zweier 
Gegeneeken heifst Diagonal- 
linie ; 

der Schnittpunkt zweier 
Diagonallinien hei^stlXiigonal- 
punkt. 

Ein Vierseit hat demnach 
drei Paar Gegenecken, drei 
Diagonallinien und drei Dia- 
gonalpnnkte. 




Die vier Seiten nennen wir 
daßy (Fig.ll); die drei in 3 
liegenden Ecken ABC, ihre 
Gegenecken ^^ 5^ C,. Femer 
führen wir ülr die Diagonal- 
linien und Diagonalpnnkte die 
Bezeichnung ein: 
A A^=p; BB^ = q; CC^=r. 
qr = P; rp ^ Q; pq ^= R. 



g 2. HarmoniBche Elemente. Nr. 16—17. 
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Zutatz. Um filr die im 
folgenden sich ergebenden 
ßezielinngen zwischen den 
Seiten and Diagonallinien 
eines VieieekB einen knrzen 
Anedmck zn gewinnen, ordnen 
wir die Seiten nnd Diagonal- 
linien einuider zn nnd zwar 
jeder Seite (nnd ihrer Gegen- 
Beite) die Diagonallinie, welche 
die beiden nicht in der Seite 
liegendenDiagooalpnnkte ver- 
bindet, Bodafs einander zu- 
geordnet heifsen 

a (a,J und p; h (ij) nnd q; 
c (c,) und r. 

Anmerkung. In der Plani- 
metrie legt man den Ecken 
eines Vierecks eine bestimmte 
Reihenfolge bei und nennt nur 
die Verhindungalinie von zwei 
aufeinander fügenden Ecken 
Seite, sodafs ein plani- 
metrisehes Viereck vier Seiten 
hat. Ein solches Viereck 
heifst ein einfaches im Gegen- 
satz zum unsrigen, das wohl 
auch ein vollständiges genannt 
wird. 

Allgemein heifst ein Vieleck 
ein eätfachee, wenn den Ecken 
eine bestimmte Reihenfolge 
beigelegt ist; ein einfaches 
Vieleck hat ebensoriel Seiten 
wie Ecken. 



Zustttz. Um tüi die im z 
folgenden sieh ei^ehenden 
Beziehungen zwischen den 
Ecken und Diagonalpnnkten 
eines Vierseits einen kurzen 
Ausdruck zu gewinnen, ordnen 
wir die Ecken und Diagonal- 
punkte einander zu und zwar 
jeder Ecke (und ihrer Gegen- 
ecke) den Diagonalpunkt, in 
welchem die beiden nicht 
doroh die Ecke gehenden 
Diagonallinien sich schneiden, 
sodafs einander zugeordnet 
heifsen 

Ä (Aj) und P; £ {B.) und Q; 
C (C,) und k 

Anmerkung. In der Plani- * 
metrie legt man den Seiten 
eines Vierseits eine bestimmte 
Reihenfolge bei und nennt nur 
den Schnittpunkt tou zwei 
aufeinander folgenden Seiten 
Ecke, sodafB ein planimetri- 
sches Vierseit vier Eoken 
hat. Ein solches Vierseit 
heifst ein einfaches im Gegen- 
satz zum unsrigen, das wobl 
auch ein voUaändiges genannt 
wird. 

Allgemein heifst ein Vielseit 
ein einfaches, wenn den Seiten 
eine bestimmte Reihenfolge 
beigelegt ist; ein einfaches 
Vielseit hat ebensoviel Ecken 
wie Seiten. 



17. Konstroktlon eines Vierecks. i^ 

Aufgabe: Es sind drei Punkte PQW gegeben, 
die in einer Gerade liegen. Man soll ein Viereck 
zeichnen, von dem P nnd Q zwei Diagonalpankte sind, 
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während eine Seite des dritten Diagonalpnnktes darcb 
W geht. 
Lösung: Wir legen durch P zwei beliebige Geraden 
a und Oj, die von einer beliebigen durch W gelegten Gerade 
c in A und r geschnitten werden. Bezeichnen wir dann den 
Punkt, in welchem a von der Verbindnngslinie Q T geschnitten 
wird, durch A, und den Punkt, in welchem a, Ton Q 4 ge- 
schnitten wird, durch B, ao hilden A A B r die Ecken eines 
der verlangten Vierecke. 
A Anrmrhmg. Später (^^i* werden wir sehen, daTs die Zeich- 

nung des Punktes W , in dem die Seite A B die Diagonallinie 
P Q schneidet, fUr die Lehre von den harmonischen Punkten 
von der gröfsten Wichtigkeit ist. Der Leser hat sieh daher 
mit der vorstehenden Konstruktion vollständig vertraut zu 
machen ; er hat sie für verschiedene Lagen der Punkte PQW 
und unter Abänderung der Lage der willkUrlich angenom- 
menen Geraden o o^ c zu wiederholen und einzuüben. Je 
gründlicher er diese Konstruktion beherrscht und die Einzel- 
heiten der Yierecksfignr in sich aufnimmt, um so schneller 
wird er die folgenden Sätze verstehen. 
18 18. Zwei Dia£:oiiaIpunkte und die G^enseften des 
dritten Diagronalpunktes. Zeichnen wir nach Nr. 17 zwei 
Vierecke (Fig. 12), von denen P und Q zwei Diagonalpunkte 
sind, so behaupten wir: Wenn die Seiten c und e' der dritten 
Diagonalpuukte E und R' sich in W schneiden, so gehen 
die Gegenseiten Cj und e,' 
dieser Seiten c nnd c' durch 
einen und denselben Punkt 
W, der gemeinsamen Dia- 
gonallinie PQ, mit andern 
Worten : 

Wir behaupten, dafs der 
iL Punkt TT, von der Wahl 
desViereck» i A B T un- 
abhängig, also nur von 
der Lage der drei Punkte 
Kg. la. PQW abhängig ist. 

Beweis: Jedes der beiden gezeichneten Vierecke A A B r 
und Ä' A' B' r' zerlegen wir in zwei Dreiecke und betrachten 
zunächst ATA und A' T'A'. Diese beiden Dreiecke liegen 
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per8pektiv("*J, weil der Schnittpunkt W von AT tmd 
AT', der Schnittpunkt .P von A A und A' A', der Schnitt- 
punkt Q von A r iiud A' T' in einer Gerade liegen. Die drei 
(in der Figiir nicht gezeichneten) Verbindnngslinien homo- 
loger Ecken A A', r f, A A' gehen daher''*"' darch einen Funkt 
T. — Femer liegen die Dreiecke A f B und A' f B' perapektiv; 
es gehen daher <'"'' die drei Verbindungelinien A Ä', T f", B B' 
dnrch einen Pimkt, mit andern Worten, B B' geht dnrch den 
Schnittpunkt von i A' und TT', d, i. T. 

Betrachten wir Bchliefslich die beiden Dreiecke ABT 
und A' B' f, 80 liegen diese perspektiv, weil, wie wir eben 
bewiesen haben, die Verbindungslinien homologer Ecken 
A A', B B', r r' dnrch einen Punkt T gehen. Weil nun B T 
und B' r' sieh in P, f A und V A' sich in Q achneiden, so 
milSBen A B nnd A' B' durch einen und denselben Punkt W^ 
von FQ^'^t gehen. 

19. Vertauschbapkelt der Punktpaare. Die drei " 
Punkte PQW, von denen wir beim vorhergehenden Satz aue- 
gingen, sind nicht gleichartig. Wir wollen dies dadurch an- 
deuten, dafs wir die Punkte PxmA Q, die Diagonalpuukte unserer 
Vierecke sind, ein Pnnktpaar nennen und heim Schreiben 
von W trennen : FQ.W. Es ist dann ('« durch PQW äti 
Punkt W^ eindeutig bestimmt. Es fragt sieh nun, ob wir, 
ausgehend von WW^ .Q, zum Punkte P gelangen. 

Wir nehmen also an (Fig. 1 3), dafs von dem Viereck Ä A B T 
die beiden Punkte P und j. 
Q zwei Diagonalpnnkte \-,^ 
sind und dafs die beiden '\\""\ 
Punkte W und W^ auf \\ '■-, » 
den Gegenseiten des drit- '' '' 
ten Diagonalpunktes R 
liegen. Betrachten wir die 
beiden Dreiecke Ä A Q 
und W^^WR und ordnen 
die Ecken in der hinge- 
schriebenen Reihenfolge -^- ir~o ^w-~ 

einander zui'«, so sehen „*^,j 

wir, dafs der Schnitt- 
punkt P von A A und W^ W, der Schnittpunkt T von A Q 
tmd WR, der Schnittpunkt B von Q A nnd B TT, in emer 

BSgar, £Lbh Uttnatri« il«i Uge. 2 
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Gerade liegen. Es gehen daher "*i> die Verbindongslinien 
homologer Ecken LW^, kW, QR durch einen Punkt S. Wir 
haben damit ein Viereck Ä Ä Ä A gezeichnet, von dem W 
und W zwei Diagonalpnnkte sind, während die Seite SR 
defl dritten Diagonalpiuiktes durch Q geht. Da die Gegen- 
Beite Ä A von S R durch P geht, so erkennen wir, dafe wir, 
ausgehend yon WW^.Q, zum Punkt P gelangen ; die beiden 
Punktpaare PQ und WW^ kßnneu also miteinander ver- 
tauscht werden. 

» 20. Harmonische Punkte. Auf den in den Nummern 18 
und 19 gewonnenen Ergehnissen werden die folgenden Sätze 
aufgebaut; es ist daher nOtig, diese Ergebnisse in einem 
knappen, ftlr die Anwendung bequemen Ausdruck zusammen- 
zufassen. Zu einem solchen Ausdruck gelangen wir mit 
Httlfe der 

1 . Definition : 2wei Diagonalpunhte eine« Vi^recki 
und di^enigen beiden Punkte ilirer Verbindungslinie, welche 
auf den Gegemeiten de» dritten Diagonalpunktes liegen, 
heißen vier /larmoniaclie Punkte; sie hitden, teie man auch 
sagt, einen harmonischen fPur/ <'"''. 

Ein harmonischer Wurf besteht aus zwei gleichartigen 
"*'Pnnktpaaren PQ und PTTT ■ wir bezeichnen ihn durch 
PQ.WW oderTTR; .QPusw. 

Die Ergebnisse von 18 und 19 können wir jetzt so 
aussprechen: 

2. Lehrsatz : Durch ein Punktpaar und einen ^Punkt 
ist der vierte harmonische Punkt bestimmt 

oder 

Stimmen zwei harmxmiselie Würfe in einem Punkt- 
paar und einem Punkt überein, so stimmen sie auch im 
vierten Punkt Überein. 

In Zeichen; Wenn PQ.WW und W W.PQ 
zwei harmonische Würfe sind, so fallt W^ in W^. 

H 21. Harmonisehe Strahlen. Die folgende Konstruktion : 
Wir verbinden den Punkt S mit dem Punkt A und bestimmen 

den Schnittpunkt Ä^ dieser Verbindungslinie S ^ mit einer 
Gerade (j, besehreiben wir kurz mit den Worten: Wir pro- 
jizieren (vgl. 11) den Punkt A aus dem Punkte S auf die 
Gerade t^. 
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Wenn wir nun die vier hatmonischen Pnnktef**'' .45. C-D 
ans irgend einem Punkte 5 anf die beliebige Gerade t^ pro- 
jizieren, 80 bilden A^B^ .C^D^, wie wir beweisen wollen, 
wieder einen harmonisebeo Wurf. Zunächst beweisen wir 
den Satz aber nicht für eine beliebige, sondern für eine 
durch den Punkt D gehende Gerade, 

Wir projizieren (Fig. 14) den Punkt C^ aus A auf S (B) 
nnd ans B auf .S (A). Bezeichnen wir den Schnittponkt 
von Cj A nnd 5 (B) durch B, den Schnittpunkt von C^ B 
und S (A) durch A, so bilden so 

S C^ AB ein Viereck, von A 

dem A nnd B zwei Diagonal- / \\ 

pnnkte sind, während eine *)V4o,B 

Seite des dritten Diagonal- , / ^''C/\a~~-^~^^ 

punktes dnreh C geht; die y''~'i?r;'y---^^^r:i^j 

Gegenseite A B mufs daherl^'> I / \ '■■\ -•■^' 

dnreh D gehen. Betrachten / / i ^)>^ 

wir nun das Viereck AB kB, j / ^,^' 

so sehen wir, dafs von diesem // ^^-"'^ 
C^ und D zwei Diagonal- ^*'"'' 
punkte sind , während die '■ie- »■ 

Gegenseiten des dritten Diagoualpnnktes S durch A^ und B^ 
gehen ; A^ B^ . C, IJ sind also'^""' vier harmonische Pnnkte. — 

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall: Wir 
projizieren also die vier harmonischen Pnnkte AB. CD 
ans -S auf eine beliebige (nicht durch D gehende) Gerade (, 
nnd behaupten, dafa A^ B^ . C, D^ ebenfalls vier harmonische 
Punkte sind. 

Verbinden wir A, und D und bezeichnen die Pnnkte, 
in denen diese Verbindungslinie von den Projektionsstrablen 
S (B) nnd S (C) geschnitten wird, dnreh B" und C, so sind 
nach dem eben geführten Beweise, weil AB. CD vier 
harmonische Pnnkte sind, auch A^B' .C D vier harmonische 
Pnnkte ; und weil A^B'.C D vier harmonische Punkte sind, 
sind es auch A^ B^ . C, i>,. Daher: 

1. Letu^atz: Durch Projektion eines harmonischen 
Wurfes erbalten wir wieder einen harmonischen Wnrf. 

Für manche Anwendungen ist es vorteilhaft, diesem 
Satz durch EinfUhrnng des Begriffes der harmonischen 
Strahlen eine andere Form zu geben. 
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2. Definition : Vür Strahlen heifom harmonisch, 
wenn sie durch vier harmonische Punkte gelten. 

3. Lehrsatz: Vier harmonische StraJden schneiden 
jede Gerade in vier harmoniseJien Punkten. 

ä 22. Harmonisehe Ebenen. 

1. Definition: Vier Ebenen eines EbenenbHschels'-* 
heifsen harmonisch, wenn sie durch vier harmonische 
Punkte gehen. 

2. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen eines BüscJiek 
schneiden jede Ebene in vier harmoniseJien Strahlen, 

Beweis: Eine beliebige Ebene £^, die nicht durch die 
Achse'^' g des Ebenenbüechels geht, werde von den vier 
harmonischen Ebenen a ß . y ä des BUschels in den Strahlen 
f[, bj . c, d^ geschnitten; es ist zu beweisen, dafe «j Ä, . c^ d^ 
durch vier hanuoniBche Punkte gehen'-'»'. 

Wir verbinden einen beliebigen Punkt S der Achse g 
mit den vier harmonischen Punkten AB .C D, durch welche 
nach der Voraussetzung die vier Ebenen aß .yd gehen. 
Weil S A und a, in der Ebene « liegen, so sehneidet S A 
den Strahl a, in einem Punkte ^^"*''; ferner schneiden die 
Verbmdungslinien SB, SC, SD die Strahlen ft^ c, d^ in 
5j C, Z)^. Diese vier Punkte A, B, . C, i>, sind harmonisch, 
weil sie die Projektion des harmonischen Wurfes A B . CD 
bildeni^'-). — 

3. Lehrsatz: Die vier Ebenen, durch welche vier 
harmonische Strahlen aus einem beliebigen Punkte 
projiziert werden, bilden einen harmonischen Wurf. 

Beweis; Die vier Ebenen, welche den beliebigen Punkt T 
mit den vier harmonischen Strahlen ab .cd des Mittel- 
punktes S verbinden, gehören dem Ebenenbüschel mit der 
Achse TS an. Nach der Voraussetzung gehen ab. cd 
durch vier liarmonische Punkte**'«' AB. CD; durch diese 
gehen auch die vier Ebenen von TS, — 

4. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen schneiden jede 
Gerade in vier harmonisclien Pmkten. 

Beweis: Wir legen durch die Gerade (, welche von 
den vier harmonischen Ebenen in den Punkten AB .C D 
geschnitten wird, eine beliebige Ebene e. Diese wird'^*»> 
von den vier harmonisehen Ebenen in vier harmonischen 
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Strahlen ah .cd gesehnitteD. Da diese vier barmouifichen 
Strahlen durch AB. CD gehen, so sind AB. CD vier 
hannoniscfae Punkte'"'*. 

23. Harmonische Elemente. Haben wir die beiden bar- at 
monischen Strahlenwürfe pq .ww^ und pq.ww^, die in den 
drei Strahlen pqw Übereinstimmen, so mUesen sie auch im 
vierten llbereinstimmeu ; denn die beiden harmonischen 
PunktwUrfe PQ.WW^ und PQ.WW^, in denen eine be- 
liebige Gerade von nnsera beiden harmonischen Strahlen- 
wtlrfen geachnitten wkd'^''', sind identisch'^"''. 

Da sich dasselbe von zwei harmonischen Ebenenwtlrfen, 
die in drei Ebenen übereinstimmen, aussagen läfst, so ist 
der Satz Nr. 20, nicht blofs für Punkte, sondern für alle 
Elemente gültig: 

Durch ein Elementenpaar und ein Element Ut das 
vierte liamionitche Element bestimmt. 

24. Harmonische Punkte eines Vierecks. Bilden u 
wir aus den vier harmonischen Punkten P Q . W TT^ die 
drei Würfe 

PW.QW^; FW^.QW; PQ. WW^, 

so mufs einer und nur einer dieser drei Würfe elliptisch 
sein""). 

Wäre dieser Wurf PW.QW^ äc 

(Fig. 15), so müfatft, wenn wir /K 

ihn ans A auf A B projizierten, ^/. \\ 

A Ä . B H^, ein elliptischer Wurf */^ijgV 
sein*"''; gleichzeitig mUfste, wie / ^^^ä5 
wir durch Projektion des Wurfes /.>-'''''nxl^^'^^ 

PW.QWj ausrerkennenjBÄ.APT, 4^-._.i.^ I^.. 

ein elliptischer Wurf sein. Da "^ "^ ^ "^ 

dies nicht möglieh ist"**'', so kann ^'' "' 

P W. Q W^ kein aus zwei getrennten Punktpaaren be- 
stehender Wurf sein. 

Ebenso Überzeugt man sich davon, dafs auch PW^.QW 
kein elliptischer Wmf sein kann. Daher besteht der Wurf 
P Q . W W^ a.m zwei getrennten Pnnktpaaren*'*^: 

1. Lehrsatz: Die beiden Punktpaare, die einen har- 
numiiclim Wurf bilden, trennen einander. 
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Ans dieaem Lehrsatz ergiebt sich!"*-) mit Hülfe der in 
Nr. HZ eiogefflhrten Änsdrucksweise : 

2. Je zwei Diagonalpunkte eines Vierecks werden 
durch die beiden Gegenseiten des dritten Diagonalpunkte» 
harmonisch getrennt. — 

Aus der Fig. 15 ergiebt sieh noch durch ProjektioQ 
des haiTOonischen Wurfes PQ.WW^ aae A (oder T) aaf 
die Vierecksseite A B, dafa A B . Ä Wj ein harmonischer 
Wurf istC'l: 

3. Je zwei Ecken eines Vierecks, der in ihrer Ver- 
bindungslinie liegende Dtagonalpunkt tind die zu- 
geordnete <'* ^ Diagonallinie bilden einen harmo- 
nischen Wurf. 

B 25. Harmonische Strahlen eines Viersetts. Wir be- 
j trachten ein Vierseit 6a ßy (Fig. 16) 

mit den Gegenecken AA^ .BB^.CC,. 
Zwei Paar Gegenecken, z. B. A A^ 
nnd SÄj, lassen sich als die Ecken 
eines Vierecks anfTassen, von welchem 
das dritte Paar Gegenecken CC^ 
zwei Diagonalponktc sind; die Dia- 
gonallinien p nnd q sind die Gegen- 
seiten des dritten Diagonalpnnktes. 
Fif. 1«, ^ij können daher den Inhalt von 

Nr. 24, aaeh vermittelst des Vierseits ausdrucken ; 

1. Je zwei DiagonalHnien eines Vierseits werden durch 
die beiden Gegenecken der dritten Diagonallinie harmonisch 
getrennt. 

Weil, wie wir eben sahen, CC^.QP (Fig. 16) vier 
harmonische Funkte und daher ihre VerbiuduDgelinien mit 
A vier harmonische Strahlen'-''* sind, so haben wir: 

2. Je zwei Seiten eines Vierseits, die durch ihren 
Schnittpunkt gehende Diagonallinie nnd der zugeord- 
nete"*^' Diagonalpunkt bilden einen harmonischen Wurf 

» 26. Ronstpuktlon des vierten harmonischen 
Elementes. 

1. Aufgabe: Den von einem gegebenen Punkte durch 

ein gegebenes Punktpaar kamumisch getrennten Punkt 
zu zeichnen. 
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Die Aufgabe: Den von W dnrch P nnd Q harmoniflch 
getrennten Punkt (B^,) zu zeichnen, ist in Nr. 17 bereits 
gelfiBt. — 

2. Aufgabe : Dm von einem gegd>enen Strahl durch 
m gegebenes Strahtenpaar harmmüch getrennten Strahl 
zu zeichnen. 

Die Zeichnung, die sieh dnrch duale Übertragung*" ans 
Nr. 17 ableiten läfst, wird dem Lernenden Qberlassen. 

Eine andere Lösung ergiebt Bicb dadurch, dafa man 
die drei gegebenen Strahlen durch eine beliebige Gerade 
Bchneidet und zu den drei Schnittpunkten den vierten har- 
monischen Funkt zeichnet. — Aach die AusfUbmng dieser 
Zeichnong wird dem Lernenden empfohlen. 

Zutatz. Verfolgt man die Konstruktion'"' für den Fall, k 
daTs der Punkt Q in den Punkt P fällt, so erkennt raaa, 
dafs die Punkte A und B mit P zusammenfallen; daher fällt 
auch TP, in P. — Läfst man den Punkt Win Q fallen, 
80 fällt A in Ä und B in r, der Punkt W^ also in Q. 

Ähnliches ergiebt sich für die duale 2. Aufgabe. Daher: 

Wenn eint van vier harmoniiclien Elementen mit einem 

zweiten atsammenfälll, so fällt es auch noch mit einem 

dritten i 



27* Hlttelpunkt und uneigrentlicher Punkt einer ar 
Strecke. Die Geometrie der Lage hat vor der Planimetrie den 
grofsen Vorzug, dafs sie ihre Sätze immer in der allgemeinsten 
Form gewinnt, so dafs sich viele planimetrische Sätze als 
besondere f^lle aus den Sätzen der Geometrie der Lage 
ablesen lassen. Wir beweisen daher in dieser nnd der 
folgenden Nummer zwei Sätze, die wir später bei der Ab- 
leitung planimetrischer Sätze vielfach verwerten werden. 

Aufgabe: Den Punkt einer Strecke zu finden, der 

von dem uneigentlichen"' Punkte durch die beiden 
Endpunkte harmonisch getrennt ist. 

Lösung: Wenn P und Q (Fig. 17) die Endpunkte der 
Strecke sind und W^ der uneigentliehe Punkt, so legen 
wir^''" durch P zwei beliebige Strahlen, die von einem be- 
liebig dnrch W^ gelegten Strahl, d. i.'"' von einer be- 
liebigen Parallele zu PQ, in 4 und T geschnitten werden. 
Treffen die Verbindungslinien Q T und Q A die durch P 
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^legten Strahlen in A und B, so schneidet A B die Strecke 
FQ in dem vierten harmoniBchen Pimkte W. 

Wir behaupten, dafs der gezeichnete vierte harmonische 
Pnnkt W der Mittelpunkt von P Q ist. — Sehen wir zu- 
nächst A und dann B als Strahlen- 
mittelpnnkt an, so haben wir nach 
einem Satze der ProportionBlebre 
WP:RL^WQ:Rr 
WP:Rr^WQ:Rli, 
folglich durch Multiplikation WP- 
=^ WQ^. Darana folgt entweder 
^"■"- H^P=T^Q oder WP=—WQ. 

Wäre WP^WQ, so fielen P nnd Q znsamraen. Es ist 
daher WP= — WQ, d. b. W ist der Mittelpunkt von PQ. 
Das Ergebnis sprechen wir aus in dem 

1. Lehrsatz : Dis EndpunJde, der Mütelpunkt und der 
uneiffentlü:hel'unkt einer Strecke sindvier liarmonischePunkte. 

Da durch drei Punkte der vierte harmonische bestimmt 
ist(^', so läfst sieh dem vorstehenden Satze die Form geben: 

2. Wenn von mer fiarmoniscJten Punkten der eim 
der unügentUche {der Jüittelpunkt) ist, so ist der zugeord- 
nete der Mütelpunkt {der uneigentliche). 

fi 28*. Zwei Strahlen and die HalblerungTSUnien Ihrer 
Winkel. 

1. Zwei Strahlen und die Halbierungslinien der beiden 
von den Strahlen gebildeten Winkel bilden einen Aannoniseken 
Wurf. 
Beweis: a und b (Fig. 18) seien die beiden Strahlen 
nnd c und d die Halbierungs- 
linien der durch a und h bestimm- 
ten Nebenwinkel. Wir verbinden 
einen beliebigen Punkt C der Hal- 
bienuigslinie o mit dem nneigentlichen 
Punkte Z>ao der zweiten Halbierungs- 
linie d nnd bezeichnen die Punkte, 
in denen diese Verbindungslinie die 
Strahlen a und b schneidet, durch A 
nnd B. Weil die Halbiernngslinien 
c nnd d aufeinander senkrecht stehen, 
Fij. 18. 80 ist ^ S CA^=S CB und daher 
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Dreieck SCA^SCB, folgUch AC=CB. Es sind 
also i^''* A B . CD ^ vier barmonieche Punkte nnd folglich "^'•* 
ah. cd vier barmonisclie Strahlen. — 

Da dnreh drei Strahlen der vierte harmonische bestimmt 
i8t<'*', so läfst sich dem voretehenden Satz auch die Form 
geben : 

2. Wenn von vier harmonisolien StraJtlen ab .cd der eine 
c den Winkel a b halbiert, so halbiert der c zugeordnete 
Strahl d den Nebenwinkel von ah. — 

3. Wenn stcei zugeordnete Strahlen eines harmonischen 
Wurfes aufeinander senkrecht stehen, so halbieren He die von 

den beiden andern zugeordneten Strahlen gebildeten Winkel. 
Beweis: Verbinden wir wieder einen beliebigen Pnnkt 
C (Fig. 18) des einen der beiden senkrecht aufeinander- 
stellenden Strahlen c und d mit dem unendlich fernen Pnnkt 
J?Qo ^^8 andern, so sind, weil ab. cd nach der Voraus- 
setzung harmonische Strahlen sind, AB .C D ^ vier har- 
monische Paukte*^'"'. Mithin ist C der Mittelpunkt von AB 
(*'i) und daher Dreieck SC A^SCB, folglich ^ ac^cb. 



§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader 
Gnmdgebilde. 

29. Homologre Elemente In zwei g-eraden Grund- »b 
gebilden. In Nr. ö haben wir die einfachste Art, die Elemente 
eines Strahlenbttschela nnd einer Punktreihe einander zu- 
znoidnen, kennen gelernt: Wir wiesen jedem Strahl a des 
BUschels S den Punkt A der Punktreihe « zu, in dem s 
Yon a geschnitten wird. In Nr. 7 lernten wir dann z. B. zwei 
StrahlenbUsehel S nnd S^ aufeinander beziehen : Wir nahmen 
eine Punktreihe s zu Hülfe und wiesen die Strahlen von 
S nnd S^ einander als homolog zu, die durch denselben 
Funkt von s geben. 

Diese in Nr. 6 und 7 gelehrte Zuordnung zweier ge- 
raden Grundgehilde '^> könnten wir die direkte nennen zum 
Unterschied von der folgenden, 



bei welcher wir, um zwei 
StrahlenbUsehel S und S^^ auf- 
einander zn beziehen, einen 
dritten beliebigen Strahlen- 



bei welcher wir, um zwei 
Punktreihen » und s, aufem- 
ander zu beziehen, eine dritte 
beliehige Punktreihe a zu Hülfe 
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büschel I zu Hülfe nehmen 
nnd diesen nach 7 vermittelst 
einer beliebigen Pnnktreihe « 
anf S nnd vermittelst einer 
zweiten beliebigen Pnnktreihe 
8, auf S, bezieiien. 




Fig. 19. 

Dem Strahl « von S (Fig. 1 9) 
ordnen wir also einen Strahl 
a, von Sj durch die folgende 
Eonstrnktioii zu ; Wir bestim- 
men den Schnittpunkt s (u) 
= A und ziehen die Verbin- 
dungslinie I (A) ^ a; der 
Schnittpunkt 5, (a) = A^ wird 
dann aus S, durch den a 
homologen Strahl a, projiziert. 



nehmen und diese nach 7 
vermittelst eines beliebigen 
Strahlenbaschels S anf s und 
vermittelst eines zweiten be- 
liebigen Strahlenbnaohels S, 
auf 8, beziehen. 




p<g. so. 
Dem Punkt A von « (Fig. 20) 
ordnen wir also einen Punkt 
A^ von 8^ dureh die folgende 
Konstruktion zu : Wir ziehen 
die Verbmdungslinie S (Ä) 
=^ a und bestimmen den 
Scimittpunkt o (o) = A ; die 
Verbindungslinie 5, (A) ^ a, 
sehneidet dann s^ in dem A 
homologen Punkte ^4^. 



1 Anmerkung. Das Studium der eben gezeichneten Figur 
wird uns von jetzt an ununterbrochen beschäftigen. Die 
vorstehende Konstruktion ist daher fllr verschiedene Lagen 
des Punktes I und der Hülfsgeraden s und s^ zu wieder- 
holen nnd insbesondere auch für den Fall einzuüben, dafs 
s durch S, und Sj durch S geht. 

« 30. Projektive Verwandtschaft. Die früher «= '> 
direkt aufeinander bezogenen Gebilde nannten wir per- 
spektiv; för die nach unserm jetzigen <^*' Verfahren auf- 
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einander bezogenfen einfönnigen Gmndgebilde wollen wir 
da» Wort projektiv einführen. Da wir statt eineg Strafalen- 
bUscbels I zwiscbeo S und S, noch mehrere Tj I, . . ein- 
schalten könnten, so geben wir fllr das Wort projektiv die 



l. Definition: Zicei geraiU Grwndgebilde heifsen pro- 
jektiv, leenn sie die Endglieder einer Kette von perspektio 
liegeTuien Gebilden sind. 

Hat die Kette nur zwei oder drei Glieder, so sind die 

Endglieder in perspektiver Lage '*= '\ Die Perspektive 

Verwandtschaft ist also ein besonderer Fall der projektiven: 

2.PerspektivliegendeGnmdgebiIde8mdprojektiv.— 

Aus der Definition folgt ferner: 

3. SiTid zxoei gerade GrundgebUde einem dritten pro- 
jektiv, so sind sie auch einander projekUv. — 

Wenden wir den Satz w über die Bewegung perspektiv 
zugeordneter Elemente auf die aufeinanderfolgenden Glieder 
einer Kette von perspektiv liegenden Gebilden an, so haben wir 

4. Durchläuft ein Element ein einförmiges Gmnd- 
gebilde in einem bestimmten miveränderlichen Sinn, 
sodafs es nacheinander mit jedem Element des Gebildes 
zusammentut, so dorehläoft das homologe Element ein 
projektiv angeordnetes Gnindgebilde in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn, sodafs es ebenfalls nacheinander 
mit jedem Element dieses Gebildes zusammenfällt. — - 

Wenden wir ebenso den Satz '^'' über harmonische 
Strahlen und für den Fall, dafs auch EbenenbHschel unter 
den Gliedern unserer Kette sind, den Satz i^*' Über harmonische 
Ebenen auf die aufeinanderfolgenden Glieder der Kette an, 
so haben wir 

5. In zwei projektiven Grundgebüden sind vier Ele- 
menten, die einen harmoniechen Wurf bilden, vier Ekmenie 
homolog, die wieder einen harmonischen Wurf bilden. 

31. Konstruktion zweier projektiven GrundgrebÜde. si 
In Nr. 7 haben wir die Elemente zweier Grundgebilde, z. B. 
zweier Strahl enbUschel S und 5, , einander jjergpetttu zugeordnet, 
indem wir die Hültsgerade » willkürlich annahmen. Durch 
passende Wahl von s können wir nun eine Perspektive Ver- 
wandtschaft von der Art herateilen, dafs zwei gegebenen 
Strahlen a h von S zwei gegebene Strahlen a, i, von S^ 
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homolog sind : wir branchen nur als Hülftgerade * der Per- 
spektiven Zaoidnnng die Verbindongslinie deijenigen beiden 
Fnnkte zn nehmen, in denen sieh die Strahlen a a, nnd die 
Strahlen b b^ schneiden. 

In Nr. 29 haben wir die Strahlen zweier StrahlenbUschel 
S und S, einander projektiv zngeordnet, indem wir den Punkt 
I und die Geraden s und s, willkürlich annahmen. Wir 
wollen jetzt zeif^en, dafs wir durch passende Wahl ron I « s^ 
eine projektive Verwandtsehaft von der Art herstellen können, 
dafs drei gegebenen Strahlen abc von S drei gegebene 
Strahlen a, b, e^ von S^ homolog sind. 



Aufgabe: Zwei Strahlen- 
bäecliel projektiv so auf ein- 
ander zu bezielten, dafs drei 
gegebenen Strahlen des einen 
Büschels drei gegebene des 
andern homolog sind. 

AUgemeim Lösung: Die Zn- 
ordnung soll so erfolgen, dafs 
den Strahlen abc (Fi^. 21) des 
einen Büschels S die Strahlen 
a^ b^ Cj des andern Büschels 
S, homolog sind. — Wir legen 




Hf. ai. 

dnrch den Schnittpunkt zweier 
homologen Strahlen, z. B. durch 
aa^^ k, zwei beliebige Ge- 



Anfgabe: Zwei Punktreihen 

projektiv so aufeinander zu be- 
ziehen, dafs drei gegebenen 
PtiTiiteii der einen Reihe drei 
gegebene der andern homolog 
sind. 

Allgemeine Lösung : Die Zu- 
ordnung soll so erfolgen, dafs 
den Punkten ABC (Fig. 22) 
der einen Reihe s die Punkte 
A^ B^ C^ der andern Reihe 
s^ homolog sind. —Wir wählen 




auf der Verbindungslinie 
zweier homologen Punkte, 
z, B. auf A A^^a, zwei be- 
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raden a nnd s , ziehen die 
Verbindnngalinieji der Schnitt- 
punkte 8 (b) und a^ (6,) tind 
die Verbindungslinie y der 
Schnittpunkte s(c) unds^Cc,) 
und bestimmen den Schnitt- 
punkt ßy=l.. Beziehen wir 
dann S und I vermittelst «, 
und I und Sj vermittelst s, 
auf einander '■", so erhalten 
wir die verlangte Zuordnung 
derStrablenbüschelS und S,, 
— Ist z. B. d ein beliebiger 
Strahl von S, so bestimmt der 
Schnittpankt s [d) in I den 
Strahl h nnd der Schnittpankt 
s, {S) in 5j den gesuchten 
homologen Strahl d^. — 

Besondere Lösungen: Unter 
den verschiedenen Lagen, die 
man den durch A = a a^ gehen- 
den Hulisgeraden s und «, 
geben kann, sind zwei von 
besonderer Wichtigkeit : 

1. 8 nnd «, fallen mit den 
Geraden zusammen, die A mit 




liebige Punkte S und Sj, be- 
stimmen den Schnittpunkt B 
der Verbindungslinien S [B] 
and S, (SJ und den Schnitt- 
punkt r derVerbindnngslinien 
S iC) und S, (Cj) und ziehen 
die Verbindungslinie B P = ff. 
Beziehen wir dann « und a 
vermittelst S, nnd a und »^ 
vermittelst S^ auf einander "', 
so erhalten wir die verlangte 
Zuordnung der Punktreihen s 
imd «,. — Ist z, B. D ein be- 
liebiger Punkt von s, so be- 
stimmt die VerbindnngsUnie 
S {D) in o den Punkt A und 
die Verbindungslinie S^ (Ä) 
in 3, den gesuchten homologen 
Punkt i»,, — 

Besondere Lösungen: Unter 
den verschiedenen Lagen, die 
man den auf a ^ AA^ lie- 
genden Hülfepunkten S und 
§, geben kann, sind zwei 
von besonderer Wichtigkeit: 

1. £ und Sj fallen mit den 
Punkten zusammen, in denen 
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den Schnittpunkten der beiden 
andern Paare von homologen 
Strahlen 66, und cc, verbinden 
(Fig. 23); 

2. » fällt mit der Verbin- 
dungslinie A S, = CT, nnd «, 
mit der Verbindungslinie A S 
= a zusammen (Fig. 25). 




a TOD den Verbindungslinien 
der beiden andern Paare vod 
homologen Punkten B B^ und 
C C^ geschnitten wird (Fig. 24); 
2. 5 fällt mit dem Schnitt- 
punkt as^ = A^ und S, mit 
dem Schnittpunkt as = A zu- 
sammen (Fig. 




Fi;. £5. 

K Anmmrkang. Der Lernende darf nicht unterlassen, die 
Zeichnungen zu diesen Losungen selbständig auszuführen 
und sie mit den Fig. 23 — 25 zu vergleichen; wir werden 
von den besondern Lösnngen öfter Gebrauch machen als 
von der allgemeinen. 

3 32. Fundamentalsatz. Unser nSehstes Ziel ist, zu be- 
weisen, dafs die durch die vorhergehende Konstruktion ''" 
hergestellte projektive Verwandtschaft von der Wahl der 
HUlfsgeraden und Hulfspunkte unabhängig ist, dafs wir also 
immer dieselbe Zuordnung in den Grundgebilden erhalten, 
wie wir auch Hülfsgeraden und Hulfspunkte wählen mögen. 
Uin diese Behauptung z, B. fUr zwei Panktreihen « und «^ 
zu beweisen, haben wir zunächst zwei projektive Punktreihen 
zu betrachten, die denselben Träger haben, mit andern 
Worten, den besondern Fall zu behandeln, dafs die beiden 
Geraden « und «, zusammenfallen. Sind also ABC irgend 
drei Punkte von s und A^ B^ C, drei Punkte derselben 
Gerade *, so haben wir eine projektive Verwandtschaft her- 
zustellen, in der den Punkten A B C A\t Punkte A^ B^ C, 
homolog sind. Wir erreichen dies, indem wir eine beliebige 
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Gerade g' zn Hülfe BehmeD, auf dieser drei beliebige Pnnkte 
A' B'C wählen und nun'*" die Punktreihen » und *' projektiv 
80 aufeinander beziehen, erstens dafa den Pnnkten ABC di^ 
Punkte A' B' C homolog sind, und dann zweitens so, dafa 
den Punkten A^ B^ C^ die Punkte A' B' C homolog sind. 
Anf diese Weise erhalten wir in a zwei projektive '^"'^ Punkt- 
reihen der verlangten Art, 

Wir wenden uns jetzt dem beaondem Fall zu, dafs ea 
in den beiden in s konstruierten projektiven Funktreihen 
drei Punkte giebt, die mit ihren homologen zusammenfallen. 
Bezeichnen wir diese der Reihe nach durch £"£ itf (Fig. 27), 
Bo setzen wir also voraus, dafs Ä" mit Ä,, LmitL^, Mmit 
M, zusammenfällt. _ 

Durchläuft nun X -f T T f -^ ^ T 

die erste Punktreihe ^' ^' ^' -^' ^ 

in dem nnveränder- ^'«- ^'■ 

liehen Sinn KLM, so durchläuft <*"•' sein homologer Punkt 
X. die zweite Punktreihe in dem Sinn K,L,M^, d.i., weil 
KLM mit K^L^M zusammenfallen, in demselben Sinn 
wie X. Bei dieser Bewegung fällt der Funkt X nach der 
Voraussetzung dreimal mit seinem homologen zusammen. 
Wir wollen zeigen, dafa er immer mit seinem homologen 
zusammenfällt j zunächat aber beweiaen wir nur, dafs er un- 
endlich oft mit seinem homologen zusammenfällt. 

Ist nämlich N der von M durch K und L harmonisch 
getrennte Punkt, so wissen wirf*"»', dafs denPunkten KL . M N, 
die einen harmonischen Wurf bilden, vier Punkte homolog 
sind, die wieder einen harmonischen Wurf bilden. Zeichnen 
wir also den von M, durch ÜT, und L^ harmonisch getrennten 
Punkt A'j, so ist dieser dem Punkt N homolog. Da aber 
unsere beiden harmonischen Wtlrfe KL.MN und Ä", L^ . M^ N^ 
in drei Punkten öbereiustimmen, so fällt A', in A'P'^', Ebenso 
können wir beweisen, dafs der von M dnreh K und N har- 
monisch getrennte Pnnkt mit seinem homologen zusammen- 
fällt UflW. — 

Wir folgen nun dem Punkte X, während er sieh im 
Sinn KLM von K nach L bewegt. In K fällt er noch 
mit dem homologen zusammen; wtlrde er also anf diesem 
Wege in einem folgenden Punkte V nicht mehr mit seinem 
homologen zusammenfallen, so mUfste er sich beim Uber- 
achreiten einea vor U liegenden Punktes P (vielleicht schon 
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gleich in K) von seinem homologen getrennt haben ; bei der 
weitein Bewegung, also Atnfer U, wttrde er wieder mit seinem 
homologen zusammenfallen, etwa in Q(mi»glicherweise erst int). 
Das Ergebnis ißt: In den Puiiten P und Q (die auch 
mit K und L zusammenfallen kijnuten) fällt X mit seinem 
homologen zusammen; während seiner Bewegung von /'nach 
Q aber nicht. Das ist jedoch anmöglich. Zeichnen wir 
nämlich den von M durch F nnd Q harmonisch getrennten 
Punkt W, so fällt dieser, wie wir im ersten Teil unseres 
Beweises gesehen haben, mit seinem homologen zusammen; 
der Punkt X gelangt aber nach W, bevor er Q erreicht; 
denn die Pnnktpaare des harmonischen Wurfes PQ . MW 
trennen einander '*^i'. — Der Punkt X füllt also auf dem 
Wege KL stets mit seinem homologen zusammen. — - 

Um einzusehen, dafs ein beliebiger Punkt V von K ' L 
('' mit seinem homologen zusammenfällt, zeichnen wir den 
von V dnreh K und L harmonisch getrennten Punkt. Da 
dieser ein Punkt von KL ist'^'-', so fällt er, wie wir eben be- 
wiesen haben, mit seinem homologen zusammen; folglich 
auch V (äo.). 

Lehrsatz: Wenn zwei projekäve Punktreihen drei 

Punkte entsprechend gemein haben, so haben sie jeden 

Punkt entsprechend gemein. 
^ 38. Kennzeichen der Identität zweier projektiven 
Gpundgebllde, Der vorstehende Satz läfst sich auf alle Grund- 
gebilde übertragen. Wenn z. B. in zwei projektiven Ebenen- 
bilscheln, die eine gemeinsame Achse haben, drei Ebenen 
X A /( mit ihren homologen x, X^ fi^ zusammenfallen, so werden 
in einer beliebigen Gerade zwei zu den beiden Ebenen- 
hüschebi '^''•> nnd daher zueinander i^'l projektive Punktreihen 
ausgeschnitten, die drei Punkte und folglich jeden Punkt (^*' 
entsprechend gemein haben; die beiden Ebenenbüschel haben 
daher auch jede Ebene entsprechend gemein. 

1. Wenn zwei projektive Grundgebüde drei Elemente 

entsprechend gemän haben, so haben sie jedes Element 

entspreehend gemein. 

Aus diesem Satz ergiebt sich, dafs die Konstruktion'^», 
durch welche wir zwei Grundgebilde s and s, projektiv so 
auf einander bezogen, dafs den Elementen .4 ^ C die Ele- 
mente A^ B^ (7, homolog wurden, trotz der Willkür in der 
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% 3. Projektive VermudtMhftft gerader Qrondgelnlde. Nr. 33—34. 33 

Wahl der benutzten Hül&geraden und Httlfspnnkte eine ein- 
dentige ist. Würden wir nämlißh die Konstruktion mit 
andern Hol&geraden and HtUfspunktea wiederholen, so 
wUiden wir in «j zwei projektive'"^ Gtmndgebilde erbalten, 
die die drei Elemente A^ B, C^ nnd daher jedes Element 
entsprecbend gemeiDaam hätten, also identisch wären. Daher: 
2. Die projektive Vavjandttchafi zwischen zwei ein- 
förmigen Grundgebilden ist durc/i drei Paar ftomologe 
Klenmde bestimmt. 

Zusatz, Das Zeichen ftlr die projektive Verwandtschaft z 
is^ Ä (gelesen: projektiv za). Die Thatsache, dafs die 
Gnmdgebilde s und «^ projektiv so anfeinaudei bezogen 
sind, daTs den Elementen ABC.BEF... die Elemente 
Ä^ ByC^ ..If.Ef F, ... bomolog sind, drücken wir also in 
Zeichen ans anrch 

ABC..I>EF...X\S^Ci..ß^E^F^... 
oder anch kurz dureb » 7\ *i- — 

1. Aus ABCDXABCE 

folgt <"■>, dafs das Element Z* mit dem Element E zn- 
sammenfiillt. — 

2. Ans ABCDäA^i^i^i ^^ 

ACDEäA^ C^D^E^ 

ergiebt sieb, weil wir die projektive Verwandtschaft als be> 

stimmt fJ dureb die drei Elementenpaare AÄ^, C C^,D D^ 

ansehen kOnnen, * 

ABCDE/^A,B,C^DjE^ oder auch 

ABDEXA^i^i^i- 

3. Ist femer noch 

CDEFa C, i?, £, f,, so ist auch 
A B C B E FäA, B^C^ B^ E^ F^ und 
A VEFX-^i A A; F^ u. s. w. 

34. Kennzelctaeii der Perspektiven Lage zweier pro- u 
Jektlven Gmndgrebllde. In Nr. 30, haben wir bereits be- 
merkt, dafs die Perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall 
der projektiven ist; es handelt sich jetzt darum, ein Eenn- 

Biftt, Eb«*« OMoatila in !•(•, 3 
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zeichen dafür zu finden, wann zwei projektive Gebilde in 
perepektirer Lage sind. In Nr, 8 sahen wir, ä&ta in zwei 
perepektiTen G-randgebilden das beiden Trägem gemeinsame 
Element sieh seihat homolog ist. Es läfst sich nnn nm- 
gekebrt zeigen: 



Wenn zteei projektive Strali- 
Unbikc/i^l die Verinndun^alinie 
ihrer Mittelpunkte entsprecliend 
gemein haben, so sind sie in 
perspektiver Lage, tnit andern 
Worten^''\ so sind sie Sc/teine 
äner und derselben Punkt- 
reihe. 



Wenn zwei projektive Punkt- 
reihen den Schnittpiaikt ilirer 
Träger entsprechmd gemein 
haben, so sind sie in per- 
spektiver Lage, mit andern 
Worten^^\ so sind sie Schnitte 
eines und desselben StralUen- 
büschels. 



Seweie: (Von jetzt an beschränken wir ans auf die 
Anfllhrang der dualen <') Sätze und Überlassen es dem 
Lernenden, die BegrUndong dieser dualen Sätze selbst abzu- 
leitea) Die Verbindungs- 
linie <f (Fig. 28) der Punkte A 
und B, in denen zwei be- 
liebige Strahlen a und b 
des ersten Bttsehels S von 
den homologen Strahlen 
«j ond b^ des zweiten 
Btlschels S^ geschnitten 
werden, möge von dem 
den beiden Büscheln ge- 
meinsamen Strahle S S^ 
= m (m,) in M geschnitten 
werden. Bezeichnen wir 
ferner die Punkte, in denen 
a von cd. .. geschnitten 
wird, durch TA...; die 
. geschnitten wird, durch 




in denen a von ( 

, so ist 



ABM TA.-.Ä «fem cd... A «1*1 »n, c, dj...7\ABMri Aj... 

Folglich fallen T und r„ A und A^ . . . zusammenfiel). 
Die beiden StrahlenhUschel S nnd 5, sind also Scheine der 
Pnnktreihe a. 
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g 3. Projektive Verwandtichaft gerader Qnutdgebilde. Nr. 35. 35 



In Zeichen: Ans 

a 6 c .. m ... A •*! ''i '^1 ■■*»■■ ■ 
folgt, dafs die Schnittpunkte 
o a, , b\, oe^ .. . in einer 
Gerade lle^n. 



..M... 



In Zeichen: Ans 

folgt, dafa die Verbindungs- 
linien AA,, BB^, CC^... 
dorch einen Fnnkt gehen. 



35. Einschalten von pepspektlven Gliedern zwischen u 
die projektiven GndgrUeder einer Kette. 



1 . Lehrsatz : Zwei pro- 
jektive Pnnktreihen , deren 
Träger nicht zasammenfallen, 
lassen sieb dnrch Einschalten 
dner Punktreihe, deren Träger 
eine beliebige Gerade ist, in 
Perspektive Lage bringen. 



1. Lehrsatz: Zwei projek- 
tive Strahlenbttschel, deren 
Mittelpunkte nicht zneammen- 
fallen, lassen sich durch Ein- 
schalten eines S trahlenbtischels, 
dessen Mittelpunkt ein be- 
liebiger Punkt ist, in Per- 
spektive Lage bringen. 

Beweis: a und s^ (Fig. 29) seien die Träger der beiden 
gegebenen projektiven Pnnktreihen und a eine beliebige 
Gerade, die 8 in 5 nnd Sj in C^ schneidet Den Punkten 
B und C^ seien die Punkte B^ und C 
homolog, aufserdem sei A A^ ein be- 
liebiges drittes Paar homologer Punkte. 
Wird dann A A^ von a, BB^miA.C C^ 
in A, S^ und S geschnitten, so sind 1. die 
durch AB C~/\liißC^ in« und a be- 
stimmten <"*•' projektiven Pnnktreihen, weil , 
B^=sa ein sieh selbst homologer Punkt 
ist, Schnitte des Strahlenbllschels S'"! und 
2. die durch A B C^^^ A^ B, C^ in a und 
a, bestimmten projektiven Punktreihen, 
weil C, ^ OS ein sich selbst homologer 
Punkt ist, Schnitte des Strahlenbttschels 
S,. Durch die in CT konstruierte Punktreihe ist also in der 
That die Kette zwischen s und «^ geschlossen. — 

Fallen die l'räger s und s^ zusammen, so hat man 
zuerst eine Gerade s' (vgl. 32) einzuschalten, auf der man 
drei Punkte A' B' C so wählt, dafs sie perspektiv m ABC 
liegen ; die Punktreihe A' B' C bezieht man dann vermittelst 
einer beliebigen Gerade a^ projektiv auf a^'^'J. 




Fig. 28. 
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2. Lehrsatz: Zwei projek- 
tive Punktreihen, deren Träger 
zusammenfallen, lassen eich 
dnrch Einschalten zweier 
Panktreihen , deren Träger 
beliebige Geraden sind, in 
Perspektive Lage bringen. 



2. Lehrsatz: Zwei projek- 
tive Strahlenbllsehel, deren 
Mittelpunkte zosammenfallen, 
lassen sieh dnrch Einsehalten 
zweier Strahlenbtlsehel, deren 
Mittelpunkte beliebige Punkte 
sind , in perspektive Lage 
bringen. 

« 36. Andepe Methode des Elnsehaltens. Ftlr die in 
Kr. 35 gelöste Aufgabe: Zwei projektive Grnndgebilde als 
Endglieder einer Kette von Perspektiven Gebilden darzu- 
stellen, geben wir noch weitere Konstruktionen: zunächst 
für den Fall, dafs die beiden Träger s und s, nicht zu- 
sammenfallen and dann in Nr. 37 und 38 ftlr zwei zu- 
sammenfallende Träger. Trotzdem diese Konstruktionen als 
besondere Fälle in der allgemeinen Konstruktion von Nr. 35 
enthalten sind, ist es nötig, sie eingehend zn behandeln, da 
sie uns zu wichtigen Lehrsätzen fähren. — 

Wir projizieren die Pnuktreihe a, (Fig. 30) ans einem 
Punkte Ä, der in dem Träger « liegt, im Übrigen aber be- 
liebig ist; dann die Punktreihe s aus dem A homologen 




rr-- 



Punkte j1, von«,. Diese beiden projektiven Strahlenbtlsehel 
A{A^ B^ C^ . . .) und A^(A B C . . .) sind, weU sie den Strahl 
A A^ entsprechend gemein haben, Scheine'"' einer und der- 
selben Punktreihe a. 
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§ 3. Fiojektive Verwandtschaft gerader Gnuidgebilde. Nr. 36. 37 

Wir richten unser Augenmerk auf die Pnnkte P and 
Q■^, in denen » und ». von a geschnitten werd^. Die 
Strahlen A P nnd A^ P sind, weil sie durch denselben 
Punkt TOD a gehen, homolog; der Strahl A P mnfs also 
den dem Funkte P homologen Punkt projizieren, d. h. der 
Sohnittpunkt P^^sn^ ist dem Schnittpunkt P=^ « a homolog. 
0er Schnittpunkt ss^ ist gleichzeitig ein Punkt von s; be- 
zeichnen wir ihn s\b solchen dnrch Q, so ergiebt sich in 
derselben Weise, daTe Q dem Schnittpunkte Q, = a «, 
homolog ist. 

Das Ergebnis ist, dafa die Httlfsgerade a die Vei- 
bindungslinie derjenigen beiden Pnnkte P nnd Q, ist, die 
dem Schnittpunkte i", (Q) in den beiden Pnnktreihen von 
s und «1 homolog sind, dafs a oho unabhängig v<m der WaM 
des beliebig in a angenommenen Punktes A isU Mit aadern 
Worten : Wir erhalten immer dieselbe Gerade u, ob wir von 
dem Punkte A oder irgend einem andern Punkte D ana- 
gehen ; auf der Gerade ü sehneiden sieh daher nicht nur 
A 5, und A^ B, A C, und A^C n. ». w-, sondern auch 
irgend zwei beliebige Strahlen D £^ und D^ E. 

Nennen wir die Gerade P Q^, die die dem Schnittpunkte 
homologen Punkte verbindet, die Achse der projektiven Ver- 
wandtschaft der Ponktreihen s and s, oder knrz die Pro- 
jektionioölae, SO haben wir den 

Lehrsatz : Der Pnnkt, in 
dem ein beliebiger Strahl d 
des Strahlenbttschels S von 
einem beliebigen Strahl »i 
des projektiven Strahlen- 
bttschels S| geschnitten wird, 
liegt mit dem Punkte, in dem 
die homologen Strahlen di 
nnd e sich schneiden, in 
einem Strahle des Projektions- 
zentrums. 

Zwatz. Der Satz lä&t sieh vom Begriff der projektiven z 
Verwandtschaft loslösen, indem wir ihn anf drei Ponktpaare 
AA^, BBi, CCi beschränken. Von diesen sechs Punkten 
müssen ^ ß C in einer Gerade s nnd A^ B^ C, in einer 
zweiten Gerade a, liegen ; im ttbrigen können sie ganz be- 



Lehrsatz : Die Gerade, wel- 
che einen beliebigen Punkt D 
der Punktreihe s mit einem 
beliebigen Punkte fii der pro- 
jektiven Punktreihe si ver- 
bindet, achneidet die Gerade, 
die die homologen Pnnkte 
Dj und £ verbindet, m einem 
Funkte der Projektionsacbse. 
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liebig Bein. Unser Satz sagt dann aus, data die Ver- 
bindungslinien A Bt und Ai B; B Ci und Bi C; C Ai 
und Ci A eich in drei Punkten einer Gerade sclmeiden. 

Nehmen wir die sechs Punkte als Ecken eines ein- 
fachen (i'*> Sechsecks ABiCAiBCi, so sind die Ver- 
bindungslinien die Seiten dieses Sechs- 
ecks. Bequemer wird die Übersieht, 
wenn wir (Fig. 31} die Ecken dieses 
Sechsecks der Beihe nach mit 1 2 3 
4 5 5 bezeichnen und folgende Namen 
einführen. 

Die Ecken 1 ond i, 2 und 5, 
S und 6 heifsen C}«geneoken und die 
Seiten 12 ond 45, 23 und 56, 34 und 61, die sich am 
bequemsten ans dem Schema 
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ergeben, heifsen Gegenseiten. Ferner wollen wir die Ver- 
bindungslinie zweier Gegenecken eine Diagonallinie und den 
Sehnittpnnkt zweier Gegenseiten einen Diagonalpmikt nennen, 
so dafs sind 

Diagonallinien: 14; 25; 36; 

Diagonalpunkte: (23) . (56); (34) . (61); (12) . (45). 

Wir können demnach unserm Satz die folgende Form 
geben: 



Erster SecJisecksaaiz. Liegen 
drei Ecken eines einfachen 
Sechsecks in einer Gerade 
nnd die Gegenecken dieser 
drei Ecken in einer zweiten 
Gerade, so liegen die drei 
Diagonalpnnkte in einer 
dritten Gerade. 



Erster Sechsseitasatz. Gehen 
drei Seiten eines einfachen 
Sechsseits dnrch einen Punkt 
und die Gegenseiten dieser 
drei Seiten durch einen zweiten 
Funkt, so gehen die drei Dia- 
gonallinien dnrch einen dritten 
Punkt. 



" 37. Das zweite Ordnungselement einer Projektlvltät. 
Um zwei projektive Punktreihen, deren Träger e und s^ zu- 
sammenüillen, in Perspektive Lage zu bringen, haben wir im 
allgemeinen*'*^ zwei Httl&geraden a' und a^ nötig; in dem 
hesondem Falle aber, dafs es in dem gemeinsamen Träger « (»,) 
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§ it. Projektive Verwand Ucbaft gerader Gmndgebilde. Nr. 37. 39 

einen Punkt K giebt, der mit aeinem homologen K^ zu- 
sammenfällt, genügt eine Gerade y: 

Wir legen dnrch den Punkt K (Fig. 32), der nach 
unserer Annahme mit seinem homologen K^^ zusammenlUllt, 
eine beliebige Gerade »' und wählen auf dieser zwei be- 
liebige Punkte B' und C. 
Sind nun SS, und CC, 
irgend zwei Paare homo- 
loger Punkte des gemein- 
samen Trägers s [s^), so 
ziehen wir die Verbin- 
dungslinien jSS'nnd CO, 
Bj B und C, C; den 
Schnittpunkt der beiden 
•ersten Verbindungslinien bezeichnen wir durch S, den 
Schnittpunkt des zweiten Paares durch S,, Es sind dann 
1. die durch KBC~\KB' O in s und «' bestimmten l*»>i 
projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlenbüsehels S**** 
nnd 2. die dnrch KB' Cy^KB^C^ in «' und «^ be- 
stimmten projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlen- 
büsehels S,. Durch die in s' konstruierte Pnnktreihe ist 
also in der That die Kette zwischen s nad s^ ge- 
schlossen. — 

Zu einem beliebigen Punkte D der ersten Pnnktreihe 
von « erhalten wir den homologen D^ der zweiten, indem 
wir D aus S auf *' und den gefundenen Punkt D' aus 5^ 
wieder auf * projizieren. 

Wenden wir diese Konstruktion aaf den Punkt L an, 
in dem der Träger s von der Verbindungslinie SS, ge- 
schnitten wird, so erkennen wir, dafs der homologe Punkt 
X, mit L zusammenfällt. Es fällt also nicht blofs der 
Punkt K mit seinem homologen zusammen, sondern auch 
noch ein zweiter Punkt L. (Ein dritter Punkt kann nicht 
mit seinem homologen zusammenfallen*^^', weil nach unserer 
Annahme B nicht mit B^ zusammenfällt.) 

Das Ergebnis kleiden wir in Worte mit Hülfe der 
folgenden beiden Definitionen : 

1. Der Inbegriff zweier projektiven geraden Grund- 
gebilde, die einen gemeiosamen Träger haben, heifst 
eine gerade Projektivität. 
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2. Ein Element einer Projektivität, das mit seinem 
homologen zusammeni^t, heifst ein OrdnungtelemenL — 

Da sich der Satz, den wir für zwei Pnnktreihen be- 
wiesen haben, anf die tlbri^n Grandgebilde ttbertra^n 
täfst(*>), so haben wir: 

3. Sat eine gerade Projektmtät ein Ordnungselement, 
»0 hat sie aWt noch an zweite. 

k Anmerkung. Die eben gelehrte Herstellung der 
projektiven Verwandtschaft zwischen den beiden in s{s^) 
liegenden Pmiktreilien können wir, indem wir die Projektions- 
centren in eckigen Klammem hinzufügen, in Zeichen knrz 
so beselireiben : 

le 38. Elemente, die sich zweifach entspreelien. Fallen 
die Träger « nnd «, zweier projektiven Pnnktreihen zusammen, 
80 haben wir jeden Punkt ,des gemeinsamen Trägere s (s^) 
als einen zwei&chen aufeufassen, da wir ihn entweder zur 
ersten oder zur zweiten Punktreibe rechnen kOnnen. Dem- 
entsprechend wollen wir jeden Pnnkt des Trägers s (s^) 
durch zwei Buchstaben bezeichnen, z. B. durch D{Ej)' wir 
können dann schon durch die Bezeichnung D oder E^ an- 
deuten, ob wir den Punkt als Element der ersten oder als 
Element der zweiten Pnnktreihe ansehen wollen. 

Entspricht nun dem Punkte A der ersten Pnnktreihe 
der Punkt A^ der zweiten, so wird dem Punkte A^, wenn 
wir ihn zur ersten Punktreihe rechnen nnd dementsprechend 
mit B bezeichnen, ein Punkt B^ homolog sein, der im all- 
gemeinen nicht mit A zusammenfällt. Fällt aber der Punkt 
B^ in den Punkt A, m wollen wir sagen: 

Der Punkt A (fi,) entspricht dem Punkte A^ (B) 
zweifack. 

Wir gehen jetzt zum zweiten besondern Fall der Auf- 
gabe über: Die Punkte zweier zusammenfallenden Träger » 
und «, projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs den Punkten 
^ Ä C die Punkte A^ B^ C, homolog werden, und zwar wollen 
wir die Punkte ABC und A^ B^ C^ nicht beliebig annehmen, 
sondern von ihnen voraussetzen, dafs A nnd Ä, A^ und B 
znsammenfoUen, mit andern Worten, dafs der Punkt A (Bj) 
dem Punkt A^ (B) zweifach entspricht. 



§ 3. Projektive Terwandtwhaft gerader (hnndgebilde. Nr. S& 41 

Lömog: Wir legen durch C^ (Fig. 33) die beliebige Ge- 
rade o nnd durch C die beliebige Gerade a^, welche ff in r 
flehneiden möge. Durch A^ (B) legen wir eine beliebige 
Oerade, die <t in 6 und a^ in A, echueidet. Damit haben 
wir ein Dreiseit mit den Seiten s(s,)aa, und den Ecken 
rCC, gezeichnet; diesem Dreiseit ist das Dreieck A(B^) 
B A, eingeschrieben. 

Wir wollen nun 
die Träger a nnd a vermittelst des Strahlenbttschels A^, 
die Träger a und a^ Termittelflt des StrahlenbllschelB A (£,), 
die Träger a^ and s, vermittelst des Strablenbfischels B 
perspektiy aufeinander beziehen, was wir in Zeichen (^^ ^) so 
andeuten : 

.(A,]Ä"[^(A)]Ä». PIA».- 




Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem a von A {B^) A^ 
geschnitten wird, durch A und den Punkt, in dem a^ von 
A (SJ B geschnitten wird, durch B^, so können wir die vor- 
stehende Kette auch so aehreiben; 

^£C[A,lÄAßr[^(SJ]ÄA.B, ^[B]KA■Sl^l• 
Z^ einem beliebigen Punkte D von » erhalten wir nun 
den homologen D, von «^ durch die folgende Konstruktion: 
Wir projizieren J? ans A^ auf a, den erhaltenen Punkt|A 
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ans A{Bj) auf a,, den erhaltenen Pnnkt Ai ans B auf a^ ; 
in Zeichen: 

^£C7>AABr A^A^B, TAi A^i-Bi*^, -Dl.— 

Die eben angegebene Konstraktion fuhrt uns zu einem 
wichtigen Lehrsatz, wenn wir jetzt wieder znm Pankte D^, 
indem wir ihn zur ersten Punktreihe s rechnen und dem- 
entsprechend mit E bezeichnen, den homologen E, suchen: 
Wir projizieren also E aas A, auf a, den erhaltenen Punkt 
E ans A (B^) auf a^, den erhaltenen Pnnkt E^ aus B auf 
Sj , sodafs wir haben : 
BAC^E [AJ A B A C, E [^ (5,)] % B, A,CEj [ß] a-4 B C\. 

Da das erste Glied B AC.E dieser Kette mit dem 
letzten Gliede A^ B^ C^ D, der vorhergehenden Kette identisch 
ist, 80 haben wir<»«.' A BCDy^A B C E^; folglieh (=ä^»> 
fällt E^ in D, mit andern Worten, der Punkt DiE^) ent- 
spricht dem Pnnkt D^{E) zweifach. Da I>{E^) ein be- 
liebiger Punkt ist, so kennen wir das Ergebnis mit Hülfe 
des Begriffes der ProjektiTität '*'■' so aussprechen: 

Wenn in einer geraden Projektivität ein Element 
seinem homologen zweifach entspricht, so entspricht jedes 
ElemeiU seinem homologen zweifach. 

In Zeichen: Ans 

AA^C..F...y^A^AC^..F^... 
folgt 

AA^CC^..FF^...-/;^Ä^AC^C..F^F... 

In der Zeichensprache kömien wir anf die doppelte 
ßezeichnong eines und desselben Elementes einer Projek- 
tivität verzichten, da ans der Stellung des Elementes (vor 
oder hinter /s) zn erkennen ist, ob es zum ersten oder 
zweiten Grnndgebilde zn rechnen ist, 
z Zusatz. Auch 'ä*^' diesen Satz können wir von dem Be- 

griff der Projektivität loslösen, indem wir beachten, dafs 
nach unserer Konstruktion saa^ ein beliebiges Dreiseit und 
^ B A^ ein beliebiges diesem Dreiseit eingeschriebenes 
Dreieck ist und dafs wir, von dem beliebigen Punkte D 
ausgehend, nacheinander konstruiert haben & A, £ E E^. 
Fassen wir wieder diese sechs Punkte als die Ecken eines 
einfachen '^* *' Sechsecks auf und bezeichnen sie der Reihe 
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nach durch 1 2 3 4 5 6, so erkennen wir {Fig. 34), dafa Ton 
diesem Sechseck « «r 0, die Dia^onallinien **' ^' nnd AB A^ 
die Diagonalpnnkte sind. 




Nennen wir noch z. B. die Diagonallinie 14 und den 
Dia^nalpnnkt (23) . (56) einander zugeordnet, so können wir 
unsem Satz auch so aassprechen: 



Zweiter Secftteckssatz. Wenn 
zwei Diagonalpnnkte eiaes 
einfachen Sechsecks in den 
zugeordneten Diagonallinien 
liegen, so liegt auch der 
dritte Diagonalpunkt in der 
zugeordneten Diagonallinie. 



Zweiler Sechtsdtetatz. Wenn 
zwei Diagonallinien eines ein- 
fachen Seehsseits durch die 
zugeordneten Diagonalpunkte 
gehen, so geht auch die dritte 
Diagonallinie durch den zu- 
geordneten Diagonalpunkt. 



39. Projektive PermutationeiL Es ist häufig bequem, 3» 
nicht blofs, wie bisher, von Perspektiven und projektiven 
Crmndgebilden zu sprechen, sondern auch von Perspektiven 
und projektiven Elementen. Z. B. der Satz: Die Punkte 
ABCDE sind den Punkten A^ B^ C^ D^ ß, projektiv, soll 
aussagen: 1. ABCDE liegen in einer Gerade s und 
AjBiCiDiE, in einer zweiten Gerade *i; 2. in der etwa 
durch BCD~\B^ Ci B^ bestimmten (»W projektiven Ver- 
wandtschaft der Pnnktreihen s und «i ist dem Punkt A der 
Pnnkt Ai und dem Punkt E der Punkt .B, homolog. — 
Da sich zVFei Pnnktreihen immer projektiv so aufeinander 
beziehen lassen, dafs drei Punkten der einen drei Punkte 
der andern entsprechen, so mufs eine Gruppe mindestens 
vier Elemente enthalten, wenn die Aussage, (^fs die Gruppe 
einer andern projektiv ist, einen Inhalt haben soll. — 
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Lehrsatz: Leitet jnan aus einer Gruppe von vier 
Elementen eine Permutation ab, indem man irgend zwei 
Elemente und gleichzeitig die beiden übrigen vertaueckt, 
»0 ist die Elementengruppe ihrer Permutaüon pr<^ekliv. 
In Zeichen: Ä B C D-^BÄDC/^CD AB-/^DCBA. 
Beweis: Handelt es sicii am eioe Punktgruppe, so läfet 
sich z.B. die Richtigkeit der Behauptung ABCB/^BABC 
iD folgender Weise zeigen: Wir projizieren die vier Punkte 
ABCJy (Fig. 35) ans einem be- 
liebigen Punkte Ai auf eine be- 
liebige durch D gehende Gerade, 
sodafs A B CD/;,A Bf D ist. Be- 
zeichnen wir noch den Punkt, in 
dem die Verbindungslinie A B den 
Projektionsstrahl A, C schneidet, 
sig. IB. durch Bi, so haben wir 

AB CD [A,] A A B r -D [^] A Ai B, r C [B] A -S ^ -D C. 
z Zusatz. Ans ABCDy^AtB^ C, Di folgt demnach 

^ 5 C/> A 5, 4i i>. Ci Ä Ci -Ö, ^1 Si A -öl Ci Bi Ai. 
A Anmerkung. Dieser Satz ist mit dem Toriiergehenden 

(*^> identisch. Wir haben ihn zweimal abgeleitet und zweimal 
in Worte gekleidet, um je nach den Schlüssen, die wir ans 
ihm zu ziehen haben, bald die eine bald die andere Form 
anwenden zu können. 
<• 40. Projektive Verwandtschaft harmonischer Würfe. 
Haben zwei harmonische Punktwttrfe AB .CD und 
Ax Bi.CiD den Punkt D gemeinsam, so wird die Ver- 
bindungslinie C Ci von A Ai and B B, in einem und dem- 
selben Punkte geschnitten. Ist nämlich 'S der Schnittpunkt 
von CC, und AAi, so mufs der Strahl HB durch den 
von .^1 dnrch Ci und D harmonisch getrennten Punkt 
gehen <">',' das ist aber B^ t»»i). 

In derselben Weise ergiebt sich, dafs C Ci aucli von 
den Verbindungslinien AB, und AiB in einem und dem- 
selben Pankte geschnitten wird. Daher: 

1, Zmei /tarmoniiclie Wierfe, die ein Element ge- 
meinsam haben, sind perspekÜv auf einander bezogen, wienn 
man das gemeinsame Element sieh selbst, und die diesem 
zugeordneten Eletnente einander, zuweist. Die weitere Zu- 
ordnung ist beliebig. 
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In Zeichen: SiaiAB.CDl 
und Ä^B^,C^D zwei har- 
monische Pnuktwtlrfe, so 
^ehen durch einen Pnnkt 

1. CC,; ÄA-; BB, und 

2. Ca-, AB,; A,B.— 



In Zeichen: Sind ab. cd 
und a^b^.c^ dzvrei harmonisclLe 
Strahlenwürfe, so liegen in 
einer Gerade 

1. cc,; aa^■, b b. and 

2. cc.; ab,; a, b.— 



Ans dem vorstehenden Lehreats folgt, dafs wir zwei 
beliebige harmonische FnnktwUrfe immer als die Endglieder 
einer Perspektiven Kette ansehen können. Verbinden wir 
nämlich einen beliebigen Funkt des einen Wurfs mit einem 
beliebigen des andern, z. ß. A mit Z>,, nehmen auf dieser 
Verbindungslinie einen Funkt B willkürlich an und zeichnen 
den von B, durch A und B harmonisch getrennten Ponkt f, 
so haben wir nach dem eben bewiesenen Satze z. B. 
ABCB = ABBir=BiAiBiC,. 

Im ganzen erhält man acht verschiedene Arten der Zu- 
ordnung. Dabei ist zu beachten, .dafs zwei Elementen, die 
ein Paar bilden, immer zwei Elemente zugewiesen werden 
müssen, die wieder ein Paar bilden. 

2. Zwei harmonische Würfe sind projektiv auf- 
einander bezogen, wenn man einem beliebigen Element 
des einen Wurfes ein beliebiges Element des andern, 
ond gleichzeitig die diesen zugeordneten Elemente 
einander, zuweist. Die weitere Zuordnung ist beliebig. 

In Zeichen: Sind AB.CB und A^Bi-dB^ 
zwei harmonische WUrfe, so ist 
ÄBCB7^AiBiCiBi/{BiAiC^D,XBiA,DiCi usw. 
Der vorstehende Satz läfst sich umkehren: 

3. I»t eine Gruppe von vier Etementen einer Per- 
mutation projektiv, die durch Vertauschung nur zaeier 
Elemente aus ihr abgeleitet ist, so bilden die beiden ver- 
tauschten und die beiden nickt vertauschten Elemente zwei 
Paare eines harmonischen Wurfes. 

In Zeichen: Ans ABCBy^BACB folgt, dafs 

AB.CB ein harmonischer Wurf ist. 

Beweis: Projiziert man ABCD aus einem beliebigen 

Pnnkt Ä auf eine durch D gelegte Gerade, sodafs ABCB/\ 

kBRB ist, so folgt"*' aus der Voraussetzung ABCD/\ 
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BACD, dafa kBRDJ^BACD ist. Folglich f"' gehen 
kB, BA, RC dareh «inen Punkt r. Das Viereck A A B r 
zeigt (^"'1, dafß AB. CD ein hannonischer Wurf ist. 

>i 41^^. Doppelverbältnls. In der Geometrie des MaTses 
unterscheidet man zwei Strecken durch ihre Gröfee und, wenn 
sie iß einer und derselben Gerade oder in parallelen Ge- 
raden liegen, auch durch ihre Richtung. Den Richttmgssinn 
unterscheidet man durch das positive und negative Vor- 
zeichen, sodafs AB^ — B A oder AB -\- B A^O ist 
Sind ABX drei Punkte einer Gerade, so ist, wie auch 
ihre Lage sein mag, AX-^XB = AB oder AX-\-XB 
■^ B A = 0, vorausgesetzt, dafs man Strecken von entgegen- 
gesetzter Richtung als positive und negative Gröfsen im 
algebraischen Sinu auffafst. 

Liegt X auf AB, so haben XA und XB entgegen- 
gesetzte Vorzeichen ; liegt X auf A ' iJ(", so haben X A und 
X B gleiche Vorzeichen. Im ersten Fall ist daher das Ver- 
hältnis X A: XB, welches das einfache Verhältnis der drei 
Punkte ABX genannt und kurz durch (ABX) bezeichnet 
wird, negativ; im zweiten positiv. 

Ist Y ein zweiter Punkt von AB, so läfst sich auch 
y als Teilpunkt der Strecke A B ansehen ; die Teilstrecken 
sind YA und YB und das Teilungsverhältnis YA: YB 
oder [A B Y], Aus den beiden Verhältnissen (-4 B X] und 

[ABY) läfst sich ein neues Verhältnis : bilden, 

welches das Doppelverhältnis des Wurfes AB .XY heiTst 
und kurz durch {AB X Y) bezeichnet wird. — 

1. Aufgabe: Eine Strecke nach einem gegebenen 
Verhältnis zu teilen. 

Lüsung: Ist das Verhältnis durch die beiden Strecken 
p und q gegeben, so mofs noch angegeben werden, ob das 
Verhältnis positiv oder negativ sein soll. 

I. I — — 1: Wir ziehen von den Endpunkten A und 

B der gegebenen Strecke (Fig. 36) zwei parallele und 
entgegengesetzt gerichtete Strecken : AI'=p aaiBQ^q; 
die Verbindungslinie B Q schneidet AB in dem gesuchten 
Punkte X 
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II. ( + — ): Wir ziehen von A nnd B zwei parallele 

und gleich gerichtete Strecken: AP = 
die Verbindungelinie FQ^ Bchneidet 
AB in dem gesnchten Punkte Y. — 
Das Doppelverhältnis der vier 
Punkte AB X Y iat 




Flj. 8S. 



Weil B die Mitte von Q Q, ist, 
so sind, wenn wir den nnendlich 
fernen Punkt von Q Q^ durch U 
bezeichnen, QQ^^.B Ü vier harmoniaehe Punkte'*''', die 
VerbindnngBlinien dieser Punkte mit P mithin'^'*' vier 
harmonische Strahlen and die vier Punkte AB .X Y, in 
denen diese vier Strahlen die Gerade AB schneiden, vier 
harmonische Pnnkte**'''. Daher 

2. Lehreatz: Vier Punkte, deren Doppelverhältnis 
— 1 ist, bilden einen harmonischen Wurf. 

Von diesem Satz gilt anch die 

3. Umkehrung: Das Doppelverhältnis von vier 
harmonischen Pmikten ist — 1. 

Projiziert man nämlich ans einem beliebigen Punkte P 
die vier harmonischen Pnnkte AB . XY auf eine durch B 
parallel zum Projektionsstrahl PA gelegte Gerade, so sind 
ÜB.QQj vier harmonische Punkte''*''; und weil U der 
unendlich ferne Punkt von Q Q^ ist, so ist B die Mitte*''''''. 
Weil also BQ = — BQ^ ist, so haben wir 

XA _ AP _ AP _ YA 
XB ~ BQ ~ BQ^~ YB' 
folgHeh {ABXY) = — 1. 

Aus der vorstehenden Proportion ergiebt sich ferner 
die Gleichung XA.YB~^XB.YA=0. Ist die Mitte 
der Strecke A B, so dafs OA'\-OB=0 ist, so haben wir 

{XO + OA){YO+OB)^{XO-\-OB){YO-\-OA) = 0, 
folglich 

2X0.Y0-\-{X0-\- YO){OA-\-OB)-\-2OA.OB = 0, 
folglich OA''=0X.0Y. 
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i. Sind AB .X Y Tier harmoniache Fnnkte nnd O 
die Mitte von AB, so ist OA^=OX.O Y. — 
Sind ab .xy vier harmonisohe Strahlen des Mittel- 
pnnkteB S, von denen x und y auf einander senkrecht stehen, 
80 ist ^ax^:^xM^^'>. Schneiden wir diese vier Strahlen 
durch eine Gerade in den vier Punkten AB . X Y und 
ziehen durch B eine Parallele zu a, welche x in C schneidet, 
80 iBt'^BSC=CSA=SCB, folglieh S 5 = ß C, wobei 
wir Tom Vorzeichen abzusehen haben, da die Strecken in 
verachiedenen Geraden liegen. Da nun SA:BC=XA:XB 
ist, so ist auch SA:SB=^XA:XB, 

5. Schneiden wir vier harmonische Strahlen ab,xy 
des Punktes S durch eine Gerade in den Punkten 
AB .XY, so ist, wenn x _\_y ist, 

SA:SB = XA:XB=Yä: YB. — 
Projiziert man drei Punkte ^ 5 X, die in einer Gerade 
liegen , entweder ana einem endlichen Punkte auf eine 
parallele Gerade oder aus einem unendlich fernen Punkte 
auf eine beliebige Gerade, so folgt aus bekannten Sätzen 
der Proportionslehre, dafs das einfache Verhältnis (ABX) 
= {A^B Xj) iat, also durch die Projektion nicht geändert 
wird. Wurde man dagegen die drei Punkte aus einem end- 
lichen Punkte auf eine endliche Gerade projizieren, so würde 
das einfache Verhältnis sich ändern. 

Nimmt man aber noch einen vierten Punkt Y hinzu, 
80 bleibt das Doppelverhältnis {ABX Y\ wie wir beweisen 
wollen, bei jeder Projektion konstant. Bleibt es hei ein^ 
Projektion konstant, so bleibt es auch bei mehreren auf- 
einander folgenden konstant, so dafs wir unsem Lehrsatz 
so ausaprechen können'^"'': 

6. Zwei projektive Gruppen von vier Punkten haben 
daesdbe Doppdverhältnis. 

Beweis: Projizieren wir die vier Pnnkte ABXY der 
Gerade < aus emem beliebigen Punkte S auf irgend eine 
Gerade »,, so ist zu zeigen, dafs die Doppelverhältniasc 
{ABXY) nnd {A^ B^ X, F,) emander gleich sind. — Ziehen 
wir durch B (Fig. 37) eine Parallele zum Projektionastrahl 
SA, welche SX und SY m U und V schneidet, so ist 
{ABXY) = {V ÜB); denn 



A^itlOt^lc 



% 3. Projektive Terw&sdUchftft gerader Ornndgebilde. Nr. 41. 49 





XA AS 




YA 


AS 




TB-'SV 


und 


YB- 


BV 


folglich 


durch Division 










XA 


YA 


BV 






XB-- 


Tb 


BU 






Ziehen wir ebenso durch .B, eine Parallele zn SA, 
ergiebt steh bei entsprechen- 
der Bezeichnnng {A B X Y^ 
= ( VJJ^ Ä, ). Da aber ( Fj C^ 5,) 
die Projektion des einfachen 
Verhältnisses {VÜB) anf eine 
parallele Gerade ist, so ist, wie 
achon erwähnt, nach einem be- 
kannten Satz der Proportions- 
lehre {VÜB] = {V^U^ BX also 
auch {ABXY)={A^ £, \ Tj. 
— Gut aber der Satz für per- "« "■ 

spektive Gnippen, so gUt er anch <**'> fllr projektive 
Gruppen. — 

Anf indirektem Wege beweist man den 

7. Lehrsatz : Wenn zwei Gmppen von vier 
Funkten, die einen Funkt entsprechend gemein haben, 
dasselbe Doppelverbältnls haben, so liegen sie per- 
spektiv. — 

Mit Hfllfe dieses Satzes läfst sich femer zeigen : Wenn 
(^SXY)^(J,^,X, y^ist, so liiÄBXy^A^B^X^Yy. 
Man braucht nnr die HlUfsUnie AY^ zn ziehen und zweim^ 
den Torhergehenden Satz anzuwenden, um einzusehen, dafa 
AB XY und A^ B^ X, Y, perspektiv zu der in ^ Y^ kon- 
struierten Funktgiuppe liegen, also untereinander projektiv 
sind ("«■': 

8. Zwei Gmppen von vier Funkten sind projektiv, 
wenn sie dasselbe Doppelverhältnis haben. — 

IfA AB=A^Bi, AX = A^X„ AY^Äj_Y,, so ist 
anch {ABXY) = {A, B, X, Y,); daher: 

9. Zwei kongruente Pnnktgruppen sind projektiv. 
Daraus ergiebt sieh weiter: 

10. Zwei kongruente Strahlengmppen sind projektiv. 

BSe«r, Bban« OisBalri* dar Lag«. 4 
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Ist nämlich ^ ab^=aibi, ^ax^^a^Xx, ^ ay ^aiy,y 
80 können wir zwei zu den Strahlengnippen Perspektive 
nnd unter einander kongruente Pnnktgnippen zeichnen : 
Wählen wir in a nnd a^ zwei Punkte A und Aj ao, 
dafs 5^ = Si Ai ist, nnd errichten in A auf a das Lot s 
nnd in ^g auf ai das Lot »i, 90 werden s and si von den 
kongruenten Strablengmppen in kongruenten Pnnktgruppen 



Ana den beiden vorhergehenden Sätzen folgt: 

11. Zwei kongruente Ornndgebilde sind projektiv 

(vgL 164 Z). 

A Anmerkung. Durch die Lehre vom Doppelverhältnis 

hat Steiner 1832 in seinem Werke: „Systematische Ent- 

wickelung der Abhängigkeit geometriBcher Gestalten von 

einander" die Geometrie der Lage begründet. 



§ 4. Kramme Grandgebüde. 

a 42. Erzeugrnls zweier projektiven Gpundgebllde. 
Aus den projektiven Grundgebilden, deren Konstruktion im 
vorigen Paragraphen gezeigt wurde, ergeben sieh neue Ge- 
bilde, zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. Ftlr 
diese Erzeugnisse projektiver Grundgebilde geben wir die 
folgende 



Definition : Der Inbegriff 
der Punkte, in denen kc/i die 
homologen Strahlen zweier 
projektiven geraden Strahlen- 
büschel gehneiden, hei/at eine 
krumme Punktr&he oder eine 
Kvrve zweiter Ordnung. 



Definition : Der Inbegriff 
der Geraden, die die !i&mologen 
Punkte zweier projeküven ge- 
raden Punktreihen verbinden, 
hei/st ein krummer Strahlen- 
büschel oder ein Sfrahlenbüschel 
zweiter Ordnung. 



z Zusatz.* Verbindet man zwei beliebige Punkte S und S^ 
der Peripherie eines Kreises mit irgend einem Punkte A der 
Peripherie durch die Strahlen o und a,, mit B durch b und 
b^ u. 8. w., so ist nach bekannten Sätzen der Planimetrie 
^ a 6 = Oj Jj u. s. w. Wir erhalten also in S und S^ zwei 
kongruente StrahlenbUschel (vgl. 13); da diese projektiv 
sind '*'"', so können wir die Punkte eines Kreises auffassen 
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als die Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven 
StraMenbtlBebel, mit andern Worten: 

Der Kreis ist eine Kurve zweiter Ordnung. 

43.* Kegrelschnltt. Es soll jetzt gezeigt werden, dafs *s 
anch die Linie, in welcher ein Kreiskegel von einer heliebigen 
Ebene geschnitten wird, aafgefaTst werden kann als dei 
Inbegriff der Punkte, in denen sich die homologen Strahlen 
zweier projektiven StrahlenbUBchel sehneiden, dafs also der 
Kegelscknitt eine Korve zweiter Ordnnng ist. 

Ist Ö eine zur Achse des Kegels senkrechte Ebene, die 
den Kegel in einem Kreise schneidet, eo lassen sieb, wie 
wir in Nr. 42 Z gesehen haben, zwei beliebige Punkte S 
und S) dieses Kreises zu Mittelpunkten von zwei projektiven 
Strahlenbttscheln machen. Die Strahlen abc... und Oi 6j c, . . . 
dieser Bttschel S und Si verbinden wir mit den beiden durch 
S und Si gehenden Seitenlinien s und si des Kegels durch die 
Ebenen aßy . . . nnd »i /3, /i . . . Schneiden diese Ebenen 
der Büschel s und »i eine beliebige Ebene e in den Strahlen- 
büscheln a' b' c' ... und a/ i/ Ci' ... mit den Mittelpunkten 
S' und S,', so haben wir 

a b' c ...'^aßy ... A_a i c . . . Ä «i *i "i - . . A «» A ^i • ■ • 
Ä «i' *i' o{ ... 
Da demnachf**' o' 6' c' . . . a Oj ' hi c^ ... ist, so stellen 
sich die Punkte der Linie, in welcher die Ebene e den 
Kieiskegel schneidet, als Schnittpunkte der homologen 
Strahlen zweier projektiven Strahlenbtlsehel dar. 

44. Erzeugnis zweier pepspektlven GrundgebUde. « 

Weil die Perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall der 
projektiven ist''"'', so sind die Erzeugnisse perspektiver 
Gebilde aufzufassen als besondere Fälle der krummen Punkt- 
reihen und Strahlenbüschell*^'. Da nun die Schnittpunkte 
homologer Strahlen zweier Perspektiven Büschel S und S^ in 
einer Gerade s liegen'^'; da femerW der Strahl SSi^^t 
mit seinem homologen S, 5 = ii zusammenfällt, also jeder 
Punkt von ((£i) als gemeinsamer Punkt zweier homologen 
Strahlen aufzufassen ist, so liegen die Schnittpunkte homo- 
loger Strahlen zweier Perspektiven Büschel S und 5i in zwei 
Geraden a nnd t. Daher: 
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I. Der Eegfelschnitt. 



Die Fimktreihe zweiter 
Ordnung, die von zwei Per- 
spektiven StrahleßbUscheln 

erzeugt wird, zerfällt in zwei 
Pnnktreilien erster Ordnung. 



DerStrahlenbUschel zweiter 
Ordnong, der von zwei Per- 
spektiven Punktreihen erzengt 
wird, zerfällt in zwei Strahlen- 
bttschel erster Ordnung. 



» 45. Tansrenten und Berüliruiig:spunkte. Sind S und 
5j die Mittelpnnkte zweier projektiven Strahlenbüschel, die 
nioht zugleich perspektiv sind, in denen aleo'^*) der Strahl 
S S^^^t nicht mit seinem homologen t^ zusammenfällt, so 
Biod S und Sj zwei Punkte der erzeugten Kurve; denn in 
ihnen schneiden flieh zwei homologe Strahlen, in S^ z. B. 
t und \. 

Anf jedem Strahl o, des BUschets S^ liegt aufser S^ 
noch ein zweiter Punkt der Kurve: der Punkt A, in dem 
der Strahl ay von seinem homologen a geschnitten wird. 
Nur beim Strahl (,, der der Verbindungslinie S Sj^^t 
entspricht, fällt dieser zweite Schnittpunkt mit Si zusammen ; 
der Strahl ti, der nur einen Punkt mit der Kurve gemein 
hat, heifst eine Tangente. 

Bezeichnen wir SiS als Strahl des zweiten Büschels 
durch U], so ergiebt sich in derselben Weise, dafs der 
homologe Strahl u Tangente in S ist. 



Die Punkte, welche dem 
Schnittpunkte der Träger ent- 
sprechen, heifsen Berührungs- 
punkte des krummen Strahlen- 



Die Strahlen, welche der 
Verbindungslinie der Mittel- 
punkte entsprechen, 'heifsen 
roR^^tender kmnuuen Pnnkt- 
reihe. 

* 46. Erste Konstruktion der Kurve. Die hier 
folgenden drei Knrvenkonstmktionen sind nichts als eine 
Wiederholung der in Nr. 31 gegebenen Konstruktionen 
projektiver Grundgebilde. 



Aufgabe: EineKurve zweiter 
Ordnung zu zeichnen, von der 
fünf Punkte gegeben sind. 

In Zeichen: SSi ABT. 



Aufgabe : Einen Strahle»- 
büschel zweiter Ordnung zu 
zeichnen, von demßinf Strahlen 
gegeben sind. 

In Zeichen: aoioßy. 
Die fünf gegebenen Punkte seien 5 Si A B r. 
Wir ziehen nach ABT aus 5 und S, die Strahlen abc und 
«i 6i Ci und bezieben die StrahlenbUschel S und Si projektiv 
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80 anfeinander, dafs den Strahlen abc die Strahlen ai i, d 
entapreehen (31, Allgemeine Lösnng). Wir legen also (Fig. 38) 
dnich A zwei beliebige Strahlen g und «i, welche hc und 
b^ci m BC und .B, Ci sehneiden, Bodafe A S C a A S, Ci 
werden mufa; den Schnittpnnkt von S S, — /3 und C Ci = / 
bezeiehnen wir durch I. 




Flg. 8a 

Einem beliebigen vierten Strahle d von S ordnen wir 
einen Strahl von 5, durch folgende Konstruktion zu: Den 
Punkt D, in welchem d die HfÜ&linie s schneidet, verbinden 
wir mit X und den Punkt J^i, in welchem diese Verbindungs- 
linie ä die Hlllfslinie «i schneidet, verbinden wir mit Si 
durch SiDi=;di. Der Schnittpnnkt A^^dd^ ist ein 
sechster Punkt der Kiirve. — Anf die angegebene Weise 
sind soviel Punkte zu zeichnen, dafs' der Lauf der Knrve 
erkennbar ist. 

Znsatz. Da die projektive Verwandtschaft der Strahlen- z 
büschel S nnd 5, durch drei Strahlenpaare bestimmt ist '**^, 
so erhalten wir dieselbe Kurve, wenn wir an die Stelle des 
Punktes A (durch den wir die Hülfsgeraden s und «1 legten) 
einen beliebigen andern Funkt der Kurve setzen, mit andern 
Worten: 

A ist ein beliebiger Punkt der Kurve. 

47. Zweite Konstruktion derKorve. Die vorhergehende 47 
Konstruktion <*°) wird einfacher, wenn wir als Htll&Unien s 
und si nicht zwei beliebige durch A gehende Geraden nehmen, 
sondern die VerbindungaUnien AB und AT*'''); es fallen 
dann die Punkte B B (Fig. 39) und Ci r und folglich die 
Linien ßb^ und ye zusammen. 
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z Zusatz. Führen wir die KonstroktioD aas, so ergebt 
sieh aus der Figur eine wiehtig^e Eigenschaft des gezeichneten 
KarvensecliBecks:Diedrel 
Punkte 1 1), B, welche in 
der Gerade d liegen, lassen 
sich anffassen als die 
Diagonaipunkte <'* ^' des 
einfachen Sechsecks 




IMe Diaffonalpunkte dieses 
Kvroensechsecks Hegen also 
in emee Gerade <**'. 

AniTi^hing. Um sich 
mit den wichtigsten Kon- 
struktionen vertraut zu 
machen, ist es weit 
zweckmäfeiger, selb- 
Fif. a». ständige Zeidmungen aus- 

zuführen, ,, als die Figuren 
des Textes zu verfolgen. Um auf solche Übungen hinzn- 
weisen, werden wir an geeigneten Stellen einige Aufgaben 
in Buchstaben andeuten, wobei wir unendlich ferne Elemente 
durch den Index oo kenntlich machen: 
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Zur Übung: SS^ ABT^; SS^AB^r^; SSj A^BV; 
S^S^ AB r; Soo -Sioo A B r (Fig. 40); S^ S^ A^^ B r. 

48. Dritte Konstpoktlon der Kurve. Wir fügen noch m 
eine diltte Lösung, die ßir 
uns wichtigste, hinzu, indem 
wir die Hölfegeraden «i 
and s mit A S und A Si zu- 
sammenfallen lassen '"■'. 

Wir ziehen also nach 
A B r (Fig. 41) ans S die 
drei Strahlen, die a=: A S^ 
in ABC, und ans Si die 
drei Strahlen, die si = AS 
in A Bi Ci schneiden, und 
bestimmen den Schnitt- 
punkt I von S £1 und C C,. 
— Zn einem beliebigen 
Strahl d von S erhalten wir 
den zugeordneten di von S„ ^* *'* 

indem wir den Schnittpunkt sd= D mit Z durch iJ und 
den Sclmittpunkt si d ^ Z>i mit Si verbinden. 

1. Zusatz. Da B und 5„ wie ein Blick in die Figur z 
lehrt, zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks SS^ AB und 
C und C, zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks S S, A r 
sind, 30 läfst sieh die vorstehende Konstruktion auch so 
beschreiben: 

Aus den fünf gegebenen Punkten bilden wir die beiden 
Vierecke S S, A B und S S, A f und zdchnen in jedem Viereck 
die Diagonallinie, welche der Seite S S^ zugeordnet ia( "" ^',- 
der Schnittpunkt dieser beiden Diagonallinien ist der Punkt Z. 
Wir erfiolten einen neuen Kurvenpunkt Ä, indem wir zwei 
Ihinkte D und D, in den Seiten A S^ und AS des Dreiecks 
A S Si, die mit Z in einer Gerade liegen, aus S und S^ pro- 
jizieren. 

2. Zusatz. Diese Lösung ist die fruchtbarste, weil bei ihr z 
der Punkt I eine wichtige geometrische Bedeutung gewinnt 
Um diese zu erkennen, ziehen wir den (in der Figur nicht 
gezeichneten) Strahl S S^^m und suchen den homologen 
m^ von 5^. Dazu mUssen wir den Schnittpunkt s m, d. i. 5^, 
mit I durch ft und den Schnittpunkt s^ fi mit S, verbinden. 
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Wir eehen, dafs S^ I = nii der dem Strahl S 8^ = »» 
homologe ist. Nach Nr. 45 ist aber der Strahl vod S,, 
welcher der Verbindungslinie der Strahlenmittelpunkte ent- 
spricht, eine Tangente. — Da aus denselben Gründen S L 
die Tangente inS ist, so ist I der Schnittpunkt der Tangenten 
in 5 und Si. Um nns immer an diese geometrische Be- 
deutung zu erinnern, wollen wir an die Stelle des Buch- 
staben I von jetzt an 2' setzen. 

iB 49. Bestlmmungsstücke einer krummen Punktrelhe. 
Bisher haben wir stets S und Si zu Mittelpunkten der die Kurve 
erzeugenden Strahlenbtlschel gemacht; es fragt sich nun, ob 
wir dieselbe Kurve erbalten oder eine andere, wenn wir 
etwa S und A zu Mittelpunkten von StrahlenbUscheln machen 
und diese vermittelst der drei Punkte Äi B r projektiv auf- 




einander beziehen. Um diese Frage zu beantworten, ver- 
folgen wir die dritte Konstruktion'*^ ^ ■>, indem wir ausgehen 
das erste Mal von S und S,, das zweite Mal von S und A, 
Wir zeichnen also (Fig. 42) die der Seite S St zuge- 
ordneten ('* ^> Diagonallinien B B^ und C C'i der Vierecke 
S Si kB und SSiA r und erhalten dadurch für die erste 
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Kurve den Schnittpunkt Ti»^ za) der Tangenten in 5 nnd S,; 
ebenso erbalten wir dnreh die der Seite SA zngeordneten 
Diagonallinieo B B^ und C C, den Schnittpunkt T^ der 
Tangenten in S nnd A für die zweite Knrve. Bezeichnen 
wir noch die Pnnkte, in denen SS, von B 5, und € Ci ge- 
schnitten wird, durch Bj nnd Tj, so folgt <*'•> 

ans Viereck S 5, A B : SS^.B^B^ ein harmonischer Wurf; 

aus Viereck SSiAT: S S, . C, r^ ein harmonischer Wurf; 
folglich 5 Si 5, B, Ä -S -Si C, r, "»■'. Durch Projektion dieser 
Pnnktgruppen ans B und tf erhalten wir zwei projektive <'"■> 
Strahlengmppen B {S Si B^ B^) 'XC {SS, C^ r^}, die in per- 
spektiver o*' Lage sind, weil sie den Strahl BC{S,) ent- 
sprechend gemein haben; die Schnittpunkte S TT^ der drei 
Übrigen Strahlenpaate liegen mithin in einer Gerade, und 
der Punkt T ist von Ti durch S und A5i I" ^^ harmonisch 
getrennt, weil z. B. die Gegenseiten des Vierecke S Äj A B, 
die sich im Diagonalpnnkt B schneiden, durch die beiden 
andern Diagonalpunkte A und B^ harmonisch getrennt 
werden !'*•'. Die Punkte T und T^ liegen also mit S in einer 
Gerade und werden durch S und A S, harmonisch getrennt. 

Mit Hülfe dieses Ergebnisses läTst sieh nun zeigen, dafs 
jeder Punkt der ersten Knrve auch ein Punkt der zweiten 
Kurve ist. Wir zeichnen , einen beliebigen Punkt A (Fig. 43) 
der ersten Kurve, indem wir die Punkte B und J?, in den 
Seiten A S^ und A S des Dreiecks A SS^, die mit Tin einer 
Gerade liegen, aus S und S, projizieren <*' ^ ". Von dem ge- 
zeichneten Kurvenviereek -SSi A A sind D nnd Di zwei 
Diagonalpunkte; der dritte, der Schnittpunkt von SSi und 
A Ä, heifae D^. Dann mufs, well die 

beiden Diagonalpunkte Di und D^ _ p *' 

durch die Gegenseiten des dritten 
Diagonalpunktes harmonisch getrennt 
werden !=*<>, D I>, durch den von T 
durch S und A S^ harmonisch ge- g"^^"'^ jj'' 
trenntenPunkt gehen, das ist (^■> Tl. A^ ^ 

Benutzen v'u nun den Strahl T, DD^, '^^ "■ 

um einen Funkt der zweiten Knrve zu zeichnen, so haben 
wir(*8^ D und D^ aus 5 nnd A zu projizieren; dadurch 
aber erhalten wir A. — 

Da wir in dieser Weise weiter Bchliefsen können, dafs 
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die von den Strablenbüseheln S und A erzeugte Knrve die- 
selbe ist wie die von den StrablenbUscbeln A und B er- 
zengte, 80 ist bewiesen, dafa die Puakte S nnd S, ersetzt 
werden können durch irgend <** ^1 zwei andere Punkte, mit 
andern Worten, dafs S und Si zwei beliebige Punkte der 
Kurve sind, dass millun alle Eigemchafien, die von S {oder 5i) 
gelten, von jedem Punkte der Kurve gelten. 

Das Ergebnis, daüs sich durch fünf Punkte nor eine 
Kurve legen läXst, drucken wir so ans: 

Eine Punktreilie zweiter Ord- 1 Sin Strahlenbüschel zweiter 
nung ist dwch fünf Punkte Ordnung ist durch fünf Strahlen 
bestimmt. \ bestimmt. 

z Zusatz. Alle Stücke, die die projektive Verwandtschaft 

zweier Strahlenbllschel S und St bestimmen, bestimmen auch 
eine Kurve zweiter Ordnung*'**. Die projektive Verwandt- 
schaft von S und Sj ist nun nicht allein durch drei Punkte 
A B r bestimmt, sondern auch durch zwei Punkte A und B 
und den Strahl a von S, der dem Strahl S, S von S, ent- 
spricht, und ferner dnreh einen Punkt A und die Strahlen a 
und dl, welche der Verbindungslinie SS, in ä and Si ent- 
sprechen. Da a und Ui die Tangenten'"'' der durch die 
projektive Verwandtschaft erzeugten Kurve sind, so haben wir: 



Eine Kurve zweiter Ord- 
nung ist bestimmt sowohl 
durch vier Punkte und die 
Tangente in dem einen dieser 
Punkte als auch durch drei 
Punkte und die Tangenten in 
zweien dieser Punkte. 



Ein Strahle nbtischel zweiter 
Ordnung ist bestimmt sowohl 
durch vier Strahlen und den 
Berührungspunkt des einen 
dieser Strahlen als auch dnrch 
drei Strahlen und die B&- 
rUhmngspunkte von zweien 
dieser Strahlen. 

iO 50. Projektive Stpahlenbüsehel In zwei Kupven- 
punkten. Noch ein weiterer wichtiger Satz ist in Nr. 49 
bewiesen. Zeichnen wir sämtliche Karvenpunkte &, indem 
wir (Fig. 43) den Punkt 2> die Dreieeksseite A S, durch- 
laufen lassen, so haben wirt^'*': 

A(ä)K^.[^i]A-OA'S(A). 

Ordnet man also dem Strahle von S, welcher durch den 
Eurvenpunkt Ä geht, den Strahl von A zu, der ebenfalls 
durch A geht, so sind die Strahlenbllschel S (4) und A (A) 
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projektiv auf einander bezogen. Da wir in derselben Weise 
weiter achliefeen können, dafa A (A) X B (Ä) ist, 80 haben wir: 



Eine Punktreihe zweiter Ord- 
nung wird aus zwei beliebigen 
ihrer Punkte durah zwei pro- 
jektive Sir ahlenbüschel projiziert. 



Ein StralUenbüscliel zweiter 
Ordnung schneidet zwei be- 
liebige seiner Strahlen in zwei 
projektiven Punktreihen. 



Zusatz. Die vorstehende Fassung nnaers Satzes ist z 
noch mangelhaft. Unter den Punkten der Knrve, die wir 
z. B. ans A projizieren sollen, ist auch der Punkt A; einen 
Funkt aber, kann man nicht aus eich selbst projizieren, da 
eine Gerade erst durch zwei Punkte bestimmt ist. Wir 
müssen also zn nnaerm Beweise zurückkehren, um zu finden, 
welcher Strahl von A dem Strahl S (A) entspricht für den 
Fall, dafs i in A fällt. A fällt aber in A (Fig. 43), wenn 
D {und 7?j) in A und folglich D^ in den Schnittpunkt von 
A T, nnd S «i fällt. Da dann der Strahl A A I>j durch T^ 
geht, mithin die Tangente in A ist, so haben wir der obigen 
Fassung nnsers Satzes noch hinzuzufügen : 



Der Strahl, welcher einen 
Enrvenpunkt aus sich selbst 
projiziert, ist seine Tangente. 



Der Punkt, in dem ein 
Strahl eines Bttschels sich 
selbst schneidet, ist sein Be- 
rührungspunkt. 



51. Harmonische Trennung von Ecke und Gegen- n 



Wir l 



t noch nicht den 



Seite eines Karvendreieeks. 
ganzen Inhalt des in Nr. 49 ge- 
gebenen Beweises in Worte ge- 
kleidet. Allein die Tbatsache, 
dafs die zur Konstruktion der 
Kurve benutzten Pnnkte S Si . . , 
beliebig sind, wird uns in den 
nächsten Nummern eine Fülle 
von Sätzen liefern, da wir Eigen- 
schaften, die wir für einzelne 1 /"' 
dieser Punkte abgeleitet haben, \ / 
nanmehr als allgemein gültig \ / 
aussprechen kßnaen. / 

Zunächst kleiden wir das ^- **■ 

Ergebnis <«> in Worte, dafe S von A S, durch T und 7*. 
harmonisch getrennt wird. Da S 2" T, die Tangente in S 
ist, A S Sj aber ein beliebiges Kurvendreieck, so schneidet 
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ASi die Tangente der Gegeneeke S in einem Punkte K 
(Fig. 44), der von 5 harmonisch getrennt wird durch die 
Punkte T und 7",, in denen die Tangente in S von den 
Tangenten der beiden anderen Ecken S, und A geschnitten 
wird. — Nennen wir da8 von den Tangenten in drei Kurven- 
punkten gebildete Dreiaeit ein Kurvendreiseit, ferner (dual, 7) 
das von drei Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung ge- 
bildete Dreiseit kurz ein Büscheldrei seit und das von ihren 
BertibmngBpnnkten gebildete Dreieck ein Bttscbeldreieek, so 
haben wir: 

1. JeiU Seite eines Ktirven- 
dreieck» sehnetdet die Tangente 
der Gegenecke in einem Punkte, 
der von dieser Gegenecke durch 
die Tangenten der beiden andern 
Ecken harmonisch getrennt 
wird. — 



schel- 



1 , Jede Ecke eines Bus 
dreiseits toird aus dem Be- 
rührungspunkte der Gegenseite 
durch einen Strahl projiziert, 
der von dieser Gegenseite durch 
die Berührungspunkte der bdden 
andern Seiten ItarmonUch ge- 
trennt wird. — 
Da A 2\ die Tangente in A ist, so können vrir die 
Thatsaehe, dafs die vier von A (Fig. 44) ausgehenden Strahlen 
A (Ti T . S IC) einen harmonischen Wurf bilden^*''', so aus- 



2. Jede Seite eines Kurven- 
dreiseäs wird von dem Strahl, 
der ihren Berührungspunkt mit 
der Gegenecke verbindet, durch 
dieBerührvTigspunkteder beiden 
andern Seiten liarmomsck ge- 
trennt. 



2. Jede Ecke eines Bäschel- 
dreiecks wird von dem Punkte, 
in dem üire Tangente von der 
Gegenseite geschnitten wird, 
durch die Tangenten der beiden 
andern Ecken harmonisch ge- 
trennt. 

■•a 52. Schnittpunkte einer Gerade mit der Kurve. 
Schneidet eine beliebige Gerade p die Kurve in einem Punkte A, 
90 können wir*""' A zum Mittelpunkt des einen von zwei die 
Kurve erzeugenden Strahlenbaseheln machen; jeder Strahl 
von A, also auch p, gebt daher (vgl. 45) anfser durch A 
noch durch einen zweiten Knrvenpunkt, durch den Punkt 
nämlich, in dem er von dem homologen Strahl des zweiten 
Bttschets geschnitten vrird. — Um den besondera Fall, dafs 
der homologe Strahl des zweiten BUscbels durch A geht, 
nnseie Gerade p also<*^> eine Tangente ist, nicht gesondert 
in Worte kleiden zu mUssen, sagen wir von einer Tangente, 
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dafs sie die Kurve in zwei (in den Bertthmngspimkt zn- 
sammeDfalleodeD) Fonkten schneidet (vgl. 50 Z). 



Auf jedem Strahl eines 
Kurvenpunktes liegt noch ein 
zweiter Kurvenpunkt. 



Durch jeden Punkt eines 
SiraliUs geht noch ein zweiter 
Strahl dee Büschels zweiter 
Ordnung. 

53. Tangenten and Diag'onaUinie. In Nr. 48 Z sahen ^ 
wir, dafs die der Seite SSi zugeordnete Diagonallinie des 
Vierecks S Sj A B durch den Schnittpunkt der Tangenten von 
Ä und Si geht. Dieser Satz gilt, wie wir nunmehr**'* wissen, 
ftlr jedes Knrvenviereck ; daher: 



Die Tangenten zweier Ecken 
eines Kurvenviereeka schneiden 
eüJi in einem Punkte derjenigen 
Diagonaüinie, die der durch 
die beiden Ecken besümmten 
Viereclcesäte zugeordnete^" ^> ist. 



Die Berührungspunkte zweier 
Seiten eines Büsehelvierseits 
liegen in einem Strahle des- 
jenigen Diagonalpunktes, wel- 
cher der durch die beiden Seiten 
bestimmten Vierseüsecke zvr 
geordnet^^'^i ist. 
54. Pascal und Brlanchon. In Nr. 47 Z sahen s« 
wir, dafs die Diagonatpnnkte des Kurvensechsecks 
.S r A B 5i Ä in einer Gerade lagen. Da wir nun an die 
Stelle dieser sechs Ponkte irgend sechs andere Punkte 
der Kurve setzen können'**', so haben wir (vgl. 38 Z) all- 
gemein : 



Dritter Sechseckssatz. Die 

drei Diagonalpunkte '^^^> jedes 
einfachen Ku^tenseclisecks liegen 
in einer Gerade, (Pascalsche 
Gerade.) 



Dritter Secbsseitssatz. Die 
drei Diagonallinien jedes ein- 
fachen Büsclielsechsseits gehen 
durch einen Punkt. (Briancbon- 
scher Punkt.) 

Anmerkung. Dieser (linke) Lehrsatz des Pascal faCst a 
unsere zweite Knrvenkonstruktionl*^! aufs erordentlich kurz 
zusammen und wird daher vielfach Anwendung finden. — 
Aus dem Pascalschen Sechseck kann mau den Satz aber 
das Knrvenfönfeek<"l ableiten, indem man zwei Ecken 
zusammenfallen läfst nnd an die Stelle der sie verbindenden 
Seite die Tangente setzt ; auch die Sätze über das Viereck 
und Dreieck lassen sich auf diese Weise gewinnen (statt 
durch die in Nr. 56 und 57 gegebenen direkten Konstruktionen), 
lo allen diesen Fällen wendet man den Pascal am bequemsten 
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an, indem laaD die secha E^ken durch Ziffern, nnd zwar je 
zwei zuBatnmenfalleiide Ecken durch zwei gleiche Ziffern, 
bezeichnet und nun aus dem Schemai"^ die Gegenseiten 
nnd ihre Schnittpunkte, die Diagonalpunkte, abUest und 
dabei als Verbindungslinie zweier zusammenfallenden Eeken 
die Tangente nimmt. — Zn bemerken ist noch, dafs die 
Reihenfolge der sechs Ecken beliebig ist nnd dafs es daher 
zn jedem Knrrensechseck mehrere (sechzig) Pascalsche 
Geraden giebt. 
» 55. Kurvenflinfeek. 

Aufgabe: Eine Kurve zwei- Aufgabe: Einen StrahleD- 

ter Ordnnng zu zeichnen, bOBchel zweiter Ordnung za 
wenn vier Punkte und die zeichnen, wenn vier Strahlen 
Tangente in einem dieser und der Berührungspunkt in 
Punkte gegeben sind. einem dieser Strahlen ge- 

geben sind. 
Lösung: Sind one die vier 
Punkte S Sj A B nnd der Strahl a 
des Punktes S gegeben, so haben 
wir die beiden Strahlenbtlscbel S 
nnd 5, projektiv so auf einander 
zu beziehen, dafs sieh in den 
Punkten A und B homologe Strahlen 
schneiden *<') und dafs der Strahl a 
von S dem Strahl 5^ 5 ent- 
sprichtf"'. 

Stellen wir diese projektive Ver- 
wandtschaft dnrch die in Nr. 47 
gegebene Konstraktion her, so er- 
halten wir statt des Kurvensechs- 
eckes 5 r A B 5^ A das Korvenfttnf- 
eck S A BÄj A (Fig. 45), bei welchem 
die drei Punkte ZDD^ m einer 
Gerade liegen. In Worten: 

Fünfaeitssatz. Die Gerade, 
welche eine Ecke eines ein- 
fachen Büschelfünfseita mit 
dem Berührungspunkt der 
gegenüberliegenden Seite ver- 
bindet, und die beiden Ver- 



Fünfechsatz. Der Punkt, 
in dem eine Seite eines ein- 
fachen Kurvenfönfecks die 
Tangente der gegenttber- 
liegendeo Ecke schneidet, 
und die beiden Schnittpunkte 
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voD je zwei unter den Übrigen 
vier Seiten, die nicht auf- 
einander folgen, liegeo in 
einer Gerade. 



binduQgslinien von je zwei 

unter den Übrigen vier Ecken, 

die nicht auf einander folgen, 

gehen durch einen Punkt. 

Man findet'"** die Pascalsche Gerade des Fünfecks 



auB dem Schema 112 3 4 5. 

Znr ÜbnngH^*!: "s S, 
SoaS^ABa; SooS^ABa^a; S 

56. KnFvenviereck. 



1 B ff; 



S S, 
ff; Sco 



Eine Kurve 
zweiter Ordnung zu zeichnen, 
von der drei Punkte und die 
Tangenten in zweien dieser 
Funkte gegeben sind. 



Aufgabe : Einen Strahlen- 
btlschel zweiter Ordnung zu 
zeichnen, von dem drei 
Strahlen und die BertthrungB- 
ponkte in zweien dieser 
Strahlen gegeben sind. 
Sind ons die drei Punkte S 5^ A und der 

Strahl (j des Punktes S und der Strahl ffj des Punktes S^ 

gegeben, so haben wir die beiden StrahlenbUschel S und S^^ 

projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs sieh im Punkte A 

zwei homologe Strahlen schneiden**^' und dafs a dem Strahl 

S,S und der Strahl S S^ dem Strahl a^ entspricht'«). 

Benutzen wir die in Nr. 48 gegebene Konstruktion, so 

erkennen wir, dafs uns 

der dort konatrnierte 

Schnittpunkt der Dia- 

gonallinien, den wir'**^' 

mit dem Buchstaben 2' 

bezeichnen wollten, durch 

die beiden Tangenten a 

und Oj bereits gegeben 

ist; dafs wir sdso nur 

die Punkte J) und J), 

der Seiten A 5j und A S 

(Fig. 46), die mit T in 

einer Gerade liegen, aus 

S und S^ zu projizieren 

haben, um neue Kurvenpuukte A zu erhalten. 

Der Vollständigkeit wegen sprechen wir auch diese 
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KoDStmktioQ in Form eines Lehrsatzes aus, trotzdem das 
Ergebnis Identisch ist mit Nr. 53. — Betrachten wir die 
vier Eiirrenpnokte S A S^ i, indem wir ihnen eine bestimmte 
Reihenfolge beilegen, als die Ecken eines wn/oc/ien"^ *' 
Vierecks, so läfst sieh die Konstruktion in Form eines Lehr- 
satzes so anssp 



Viereckssatz. Die beiden 
Punkte, in denen sich die 
Gegenseiten eines einfachen 
KnrvenTierecks schneiden, 
und der Funkt, in dem sieh 
die Tangenten zweier Gegen- 
ecken schneiden, liegen in 
einer Gerade. 



Vierseitssatz. Die beiden 
Geraden, die die Gegenecken 
eines ein/achen Btlschelvier- 
seits verbinden, und die Ge- 
rade, welche die Bertthnmgs- 
punkte zweier Gegenseiten 
verbindet, gehen durch einen 
Punkt. 



Man findet "* *' die Pascalsche Gerade des Vierecks 



l_r-r_ I 
durch das Schema 112 3 3 4. 

z Zusatz, Drei Punkte S S^ A und die Tangenten a und 

CL in S und S^ können wir darstellen durch vier Punkte: 
öS, A und T, wenn wir den Schnittpunkt a «r, durch T 
bezeichnen. Wir haben also ein StUck weniger nbtig, als 
wenn wir die Kurve als bestimmt ansehen durch fHnf 
Punkt«'**' oder durch vier Punkte und die Tangente des 
einen dieser Punkte <**^t. 

Wir wollen deswegen im folgenden, wenn nioM ausdrücklich 
etwas anderes festgesetzt unrd, unter den Worten : Eine Kurve 
ist gegeben^ immer verstehen : S 5, A uTid T sind gegeben ; 

und umgekehrt wollen wir die Aufgabe: Eine Kurve zu 
zeichnen, als gelöst ansehen, wenn wir S S^A und T konstruiert 
haben. 

Zur Übung»' A>: 5S,Aff||ff„ SS^A^aa,; SS^Acca\\a-, 
SccS^Aaa^; Soo S^ A« ff -Ji ; ■SqoSjqo A ff ff,. 
iT 57. KuFvendpeieck. 

Anfgabe : Von einer Kurve Aufgabe : Von einem Strah- 
zweiter Ordnung sind drei lenbUsehel zweiter Ordnung 
Punkte und die Tangenten sind drei Strahlen und die 
in zweien dieser Punkte ge- Berfthmngspunkte in zweien 
geben ; man soll die Tangente dieser Strahlen gegeben; man 
des dritten Punktes zeichnen, soll den Bertlhrnngspunkt des 
dritten Strahls zeichnen. 
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LöBiing: Die Seiten AS^ und AS (Fig. 47) des ge- 
gebeneu KtUTendreiecka 
A S 5, mOgeD die ge- 
gebenen Tangenten der 
Gegeneeken S nnd S^ in 
den Punkten K und E^ 
schneiden. Die gesochte 
Tangente dea Kturen- 
pnnktee A ist von A T 
durch S nnd <$, harmoniBeh 
getrennt'*''*. Den von A T 
dnroh S nnd S^ hannoniscli 
getrennten Strahl kfinnea 
■wir aber vermittelst des 
Vierecks SS, KK^, von 
dem A und T zwei Dia- '* fij. 47. 

gonalpunkte sind, finden, 

indem wir den dritten Diagonalponkt £,, den Schnittpunkt 
der Gegenseiten SS, nnd Ä^, zeichnen. 

Die drei Punkte K K, &,, die nach unserer Kon- 
stmktion in einer Gerade liegen, sind die Punkte, in denm 
die Seiten unser» Knrvendreiecks die Tangenten der Gegen- 
eeken schneiden. Daher 




Dreiecltssatz : Die drei 
Punkte, in denen die Seiten 
eines Kurendreiecks die 
Tangenten der Gegenecken 
sclineiden , liegen in einer 
Gerade. 



Dreiseitssatz; Die drei Ge- 
raden, welche die Ecken eines 
BUsebeldreiseits mit den Be- 
rührungspunkten der Gegen- 
seiten verbinden, gehen durch 
einen Pnnkt. 



Die Paacalsche Gerade des Knrvendreiecks erhält man(" *> 



ans dem Schema 112 2 3 3. 
58. Kurvendrelseit. 
Aufgabe : Von einer Kurve 
zweiter Ordnung sind drei 
Tangenten und die Be- 
rtUu:ung8p unkte in zweien 
dieser Tangenten gegeben ; 
man soll den BerUhrangs- 
punkt der dritten Tangente 
zeichnen. 

BS(*r, XUm Gcgnttrl* in L^a. 



Aufgabe: Von einem Strah- 
lenbUsehel zweiter Ordnung 
sind drei Berührungspunkte 
und die Strahlen durch zwei 
dieser Berührungspunkte ge- 
geben; man soll den Stiähl 
des drittenBerUhrangsponkteü 
zeichnen. 
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LBsnng : Die Tangenten der beiden gegebenen Punkte S 
und Sj (Fig. 17) mdgen von dei dritten gegebenen Tangente 
in Tj tind 1\ geschnitten werden. Die Seite S ä, sclmeidet 
dann die dritte Tangente T^ T^ in einem Punkte K,, der 
von der gesnehten Gegenecke A durch J\ und T, '"'' har- 
monisch getrennt ist. Den Ton K^ durch T, und T, 
harmonisch getrennten Punkt kennen wir aber TermitteUt 
des Vierecks 5 5, T, T,, von dem T und K^ zwei Diagonal- 
pnnkte sind, finden, indem wir den dritten Diagonalpunkt J, 
den Schnittpunkt von S T^ und S^ 2*,, zeichnen: die Ver- 
bindungslinie der beiden Diagonalpunkte T und J schneidet 
dann cQe Tangente T, T, in dem gesachten Sertthmngs- 
punkte Ati">'. 

Die drei Verbindungslinien -S T^, S^ Tj und TA, welche 
nach unserer Konstruktion durch einen Punkt (J) gehen, sind 
die Geraden, welche die Ecken des gegebenen Kurvendreiseits 
mit den Berührungspunkten der Gegenseiten Terbinden, Daher 
Dreiseitssatz : Die drei Dreieekeeatz : Die drei 
Geraden, welche die Ecken Punkte, in denen die Seiten 
eines Kurreudreiseits mit eines Btlscheldreiecks die 
den BerUhrungBpunkten der Tangenten der Gegeneeken 
Gegenseiten verbinden, gehen schneiden, liegen in einer 
durch einen Punkt. Grerade. 

z Zusatz. Haben wir den BemhrangBpuukt der dritten 

Tangente gezeichnet, so können wir aus S S^A und T die 
durch die gegebenen Stücke bestimmte Kurve zeichnen"' ^'; 
die vorhergehende Konstruktion löst daher die 



Aofgab e : Eine Kurve zweiter 
Ordnung zu zeichnen, von der 
drei Tangenten und die Be- 
rHhnmgspnnkte in zweien 
dieser Tangenten gegeben 
sind. 



Aufgabe : Einen Strahlen- 
bOscfael zweiter Ordnung zu 
zeichnen, von dem drei Be- 
rUhmngspnnkte und die Tan- 
genten in zweien dieser Be- 
rührungspunkte gegeben sind. 



« 59. Kurvenvlereck und zugreordnetes Kupven- 
vierselt. Sind A A B r (Fig. 48) vier Kurvenpunkte und 
d die Tangente in A, so wissen wirf**', weil die Tangenten 
in Ä und A sich in der der Vierecksseite AA zugeordneten*"^ 
Diagonallinie QB schneiden müssen, dafs die Tangente a 
der Ecke A durch den Punkt Ä geht, in dem S von der 
Diagonallinie QU geschnitten wird. In derselben Weise 
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ergiebt sich, dafs die Tangenten ß und / in B und V durch 
die Punkte B und C gehen mUsseo, in denen 8 von den 
Diagonallinien R P und P Q geeehnitten wird. 




Betrachten wir das Kurvendreieek A A B, so wird""'' 
der Punkt K, in dem die Seite A B die Tangente ö der 
Gegenecke Ä schneidet, von dieser Gregenecke A durch A 
und S, die Schnittpunkte von Ö mit den Tangenten in den 
beiden andern Ecken, harmonisch getrennt. Verbinden wir 
B mit diesen vier harmonischen Ponkteo L K.AB, ao er- 
halten wir vier harmonische Strahlen, die die Diagonallinie 
Q R m den vier harmonischen (*^'* Punkten QR . AA^^ 
schneiden, wenn wir mit A^ den Punkt bezeichnen, in dem 
die Tangente BB = ß die Diagonallinie Q R schneidet. 
Durch denselben, von A durch Q und R harmonisch ge- 
trennten Punkt A^ geht die Tangente T C = y««. — Ent- 
sprechendes läfst sich fUr die Gegeueckeu BB^ und die 
Diagonalpunkte R P and schliefslich fllr CC^. PQ zeigen. 

Nennen wir den Inbegriff der vier Tangenten 8 aß y 
das dem Kurvenviereck A A B r zitgeordnMe Korvenvierseit, 
so können wir das Ergebnis so ausdrücken: 



Jede» Kwvenviereck hat mit 
dem zugeordneten Kurveninerseü 
das DiagonaMrdeck gemeinsam ; 
je zwei G-egeTiecken des Kuroen- 
vierseits vierden durch zwei 
IHagonalpunkte harmoniedi ge- 
trennt. 



Jedes Büsekelvierseit hat mit 
dem zugeordneten Büscheimereck 
das IHagonaldr^ieit gemein- 
sam; je zwei Gegenx&ten de* 
Büschelvierecia werden durch 
zwei DiagonaÜinien harmonisch 
getrennt. 
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» 60. Identität von Punfetrelhe und Strahlenbüsehel 
zweiter Ordnanjr. Es seien <S und S^ (Fig. 49) zwei 
beliebige Punkte einer Earve und <t und a, ihre Tangenten. 
Ist dann A irgend ein weiterer Punkt der Kurve, so ist die 
Kurve gegeben durch SS; A nnd T^döj'"^* nnd nene 
Knrvenpnnkte A werden gefiinden, indem man die in den 
Seiten AS, und AS liegenden Punkte B und D^, die mit 
jT in einer Gerade liegen, aus S nnd S^ projiziert'"^*. 

Wiederholen wir nun die Betrachtungen von Nr. 49, 
80 gelangen wir zu einem wichtigen Satz. — Von dem 
Viereck S S^ A Ä sind D und D^ zwei Diagonalpuukte. 
Bezeichnen wir den dritten, den Schnittpunkt der Gegen- 
seiten S S, nnd A &, durch R, so läfet sich zeigen, dafs, 
während die Diagonallinie DJ^^ sieh um den Punkt T 
dreht, auch die beiden 
andern Diagonallinien 
i>ÄundX»jÄsichum 
^ feste Punkte drehen. 

Weil die beiden 
Gegenseiten S Ä und 
S, A, die sich im Dia- 
gonalpunkt D 
schneiden, durch die 
beiden andern Dia- 
gonalpunkte Z>^ und Ä 
harmonisch getrennt 
*''*■ **" werden t^^i, so geht 

D R durch den von T durch S und A S^ harmonisch ge- 
trennten «'*), festen t^'H) Punkt T^ ; ebenso geht Z», E durch den 
von 3'durchSj und AS harmonisch getrennten, festen Punkt T^. 
Weil femer"'* die Tangenten in S und 4, da die Seite 
S A durch den Diagonalpankt D geht, sich auf der Diagonal- 
linie V^ R schneiden mOssen, so geht die Tangente von Ä 
durch den Punkt M, in welchem die Tangeute S T von 
D^ R geschnitten wird. Aus denselben Gründen geht die 
Tangente von A durch den Punkt N, in dem die Tangente 
S^ T von der Diagonallinie D R geschnitten wird. Bewegt 
sich nun der Punkt D in A Sj, so haben wir*"*l: 

Die Punkte M und N also, in denen die Tangenten 
einer Knrve zweiter Ordnung zwei beliebige a und a^ anter 
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ihnen aohneideii, sind piojektjv aufeinander bezogen; die 
Tangenten einer Kurve zweiter Ordnnng lassen sich daher 
auffassen als die Verbindungslinien homologer Punkte zweier 
projektiven geraden Punktreihen. Den Inbegriff dieser 
Verbindungslinien aber haben wir einen krummen Strahlen- 
bttschel genannt"^*, so dafe wir haben: 

Die Tangenten einer krum- 1 Die Berührungepunkte der 
men Punhreihe bilden einen Strahleneines krummen Büschels 
krummen Strahletibüsefisl. [ Mden eine krumme Punktreifie. 

Was wir demnach von den Strahlen eines krummen 
Btlschels bewiesen haben, gut aneh von den Tangenten 
einer krummen Punktreihe und umgekehrt, so dafs wir in 
Zukunft statt von einem krummen Strahlenbttschel von einem 
TangentenbüacJiel sprechen und auf ihn die bisher rechts 
gestellten Sätze anwenden können; von einem krummen 
Büschel sagen wir, dafo seine Strahlen eine krnmme Punkt- 
reihe umJiüllen. — 

Aus unserm Beweise (Fig. 49) ergiebt sieh noch die 
Eette perspektiver Glieder 

A{A) = B[T,]^M. 

Id Worten : Wenn vnr dem Sirahle des beliebigen Kurven- 
punkles A, der den Kurvenpunkt A projiziert, den Punkt der 
beliebigen Tangente a zuordnen, in dem sie von der Tangente d 
des KuTvenpunlOes Ä geschnitten wird, so ist der Strahlenbäsc/tel 
des Kurvenpunktes projektiv auf die Punktrahe der Tangente bezogen. 

Zusatz. Ans den vielen neuen Sätzen, die sieh mit z 
einem Sehlage daraus ergeben, dafs die rechts gestellten 
Sätze auch Atmsagen Vber krumme Pnnktreihen enthalten, 
heben wir vorläufig nnr den folgenden hervor, der sieh aus 
Nr. 49 ergiebt Während wir bisher nur wufsten, dafs eine 
Kurve bestimmt ät durch 5 Punkte; 4 Punkte und 1 Tangente; 
3 Punkte und 2 Tangenten können wir jetzt hinzufllgen: 
durch 2 Punkte und 3 Tangenten; 1 PunM und 4 Tangenten; 
5 Tangenten. (Der Übersichtlichkeit wegen ist bei dieser 
Aufzählung nicht ttberall die Bedingung hinzugefügt, dafs 
Punkte und Tangenten, so weit sie paarweise auftreten, in 
einander fallen müssen). 

61. Knrvenviepseit. « 

An^be: Von einer Kurve sind vier Tangenten 
und der Berührungspunkt in einer dieser Tangenten 
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gegeben; man soll die Berttbmngspnnkte der Übrigen 
Tangenten zeichnen. 

Löanng: Das Diagonaldreieek B B^ R (Fig. 50) des 
gegebenen Knrvenrierseita a a, a ß ist zugleich***' das 
Diagonaldreieck des gesuchten KurvenTierecks SS, AB. Da 
nun die Tangente a des gegebenen Punktes S und die 




Tangente des gesuchten Punktes S^ sich auf der Diagooal- 
linie BB, sehneiden, so mufs die Seite 55. durch den 
dritten Diagonalpunkt R gehen'**'. Wir erhalten also S, 
vermittelst der Gerade SB. — In ähnlicher Weise findet 
man die Übrigen BerUhnrngspunkte, — 

Haben wir in der angegebenen Weise die Berührungs- 
punkte der Tangenten a^ und a gezeichnet, so können wir 
aus SS^A und T die durch die gegebenen StUeke bestimmte 
Kurve zeichnen ''° 2> ; die Torhergehende Konstruktion löst 
daher die 

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zn zeichnen, 

von der vier Tangenten und der Berührungspunkt in 

der einen dieser Tangenten gegeben ist. 

In Zeichen : Sao^aß. 

z Zusatz* In Ur. 43 zeigten wir, dafs jeder Schnitt eines 

Kreiskegels eine krumme Punktreine ist. Wir kehien zu 
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dem Beweise zniHok, om ihm eine im folgenden benutzte ■ 
BemerlcDDg lünznznftl^D. 

Wir wählten <*'> zwei beliebige Ponkte S und S^ des 
Eieieea za Mittelpunkten zweier Strahlenbtlschel abc... and 
«, ö, c, . , ., die wir vermittelet der Kreislinie projektiv auf- 
«mander bezogen; die Ebenen aßy... nnd a^ßj^y^..., die 
diese Strailenbüsehel aus den durch 5 und S^ gehenden 
Eegelseiten » nnd s, projizierten, schnitten dann jede Ebene 
c in zwei projektiven Strahlenbttscheln a' b' c' ...'/\a^'b^\' ... 
Wir lichten jetzt unser Ängenmerk auf die Kreistangente m^ 
in Sj, die dem Strahl SS^ ^m entspricht f"'; die Ebene ^j, 
welche m^ aus der Kegelseite Sj projiziert, schneidet e in 
dem Strahl m^\ der dem StraÜe m'^S'S,' entspricht; 
»ij' ist daher*"! (Qe Tangente der in e liegenden krümmen 
Fnnktreihe. Da S ein beliebiger Punkt des Kreises ist, 
so haben wir: Die Projektion jeder Kreistangente ist eine 
Tangente der in e liegenden krummen Punktreihe. — 

Mit Hülfe dieser Bemerkung können wir nun die 
Umkehrang von Nr. 43 beweisen, also den 

Lehrsatz: Jede krumme Punktreihe ist ein Kegel- 
schnitt oder 

Krumme Pnnktreihe and Kegelschnitt sind identische 
Linien. 

Die krumme Punktreihe, von der wir ausgehen, wollen 
wir durch S* bezeichnen und die Ebene, in der S* liegt, 
durch E. Ist a eine beliebige Tangente von S^ und A ihr 
Berührungspunkt, so legen wir durch a eine beliebige Ebene 
d und zeichnen in dieser irgend einen Kreis, der die Gerade a 
in A berllhrL Sind nun bcd Irgend drei weitere Tangenten 
von S*, die a mBCD schneiden, so ziehen wirvonSCD 
in S die drei Tangenten 6, c, d^ an den Kreis. Die drei 
Ebenen hb^, cc^, dd^ gehen durch einen Punkt K, und der 
Kegel, welcher den Kreis aus K projiziert, schneidet, wie 
wir zeigen wollen, die Ebene e in S^. Nach Nr. 43 
schneidet der Kreiskegel die Ebene £ in einer krammen 
Punktreihe. Von dieser krummen Punktreihe, die wir zu- 
nächst ^i nennen wollen, sind bcd Tangenten, als Pro- 
jektionen der Ereistmgenten b^ c, d^ ; aufserdem ist a eine 
Tangente and A ein Punkt von Sf. Die beiden krummen 
Punktreihen S* and >Sf haben also vier Tangenten and den 
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BeiiÜinmgspimkt der einen diesei Tangenten gemeisBam 
and sind daher'** ^' identisch. 

a 62. Kurrenrünfselt. 

An^be: Von einer Kurve sind tüat Tangenten 
gegeben, man Boll die SerUhmngspankte der Tangenten 
finden. 

LßBung: Um die Bertlhnngspunkte S nnd S^ von a 
and (7, zn finden, betrachten wir die Kurvenviereeit« aa^aß 
nnd aa^ay nnd zeichnen in jedem den Diagonalpnnkt, der 
der Ecke fftr, zugeordnet istC*^', vemiittelBt dea Schemas 
aa a^ß und des Schemas aa a,y. Die Gerade, welche die 

in beiden Viereeiten gefimdenen Diagonalpunkte R und S. 
verbindet, schneidet a nnd a, in den gesuchten Punkten S 
und &<"!. — 

Haben wir in der angegebenen Weise die Berflhrongs- 
pnnkte SS^A gezeichnet, so können wir aus SS, A nnd T 
die durch die gegebeneu Stücke bestimmte Kurve zeichnen*'* ^; 
die vorhergehende Konstraktion l9st daher die 

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen^ 

von der fünf Tangenten gegeben sind. 

z Zusatz. Die Aufgabe läfst sich noch aut eine andere 

Weise lösen. Da wir jetzt«"' wissen, dafs das BHsehel- 

f ttn&eit «''> identisch ist mit dem Kurvenf tlnlseit, so läfst sich 

der Berflbrangspunkt z. B. der Tangente a nach dem Schema 

aa aßy ö finden, indem man den Schnittpunkt der Ver- 
binäungslinien {aa).{yÖ) nnd (a ß).{aS} mit dem Schnitt- 
punkt ßy verbindet. 



§ 5. Die gerade Involiition. 
98 63. InTolutlOD. In ^Nr. 38 haben wir eine Pro- 
jektivität <"■> betrachtet, in der dn Element seinem zu- 
geordneten zweifach entspricht Diese besondere Pro- 
jektivitilt ist fttr uns ebenso wichtig wie die allgemeine j 
wir ^Ihren daher für sie einen neuen Namen ein dnrch die 
1. Definition: Eine Frojektimtät, in der ein Element 
seinem zugeor^ietenzwieifach etUapricht, liefst eine InvoluHon^ 
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Der Fimdaisentalsatz'^^) läfst sich dann so fassen: 

2. Lehrsatz: In einer Involution entspricht jedes 
Element teinem zugeordneten zweifach. — 

Zwei Gnindgebilde, die eine Involution bilden, heifsen 
inTolntorJBch liegend oder korz involDtoriseh. Den Begriff 
der involutorischen Lage kann man ausdehnen auf zwei 
ungleichartige Gmadgebilde, z. B. auf eine Pnnktreihe s und 
einen StrahlenbUschel S. Ist die projektive Verwandtschaft 
von s und -S durch A BC/\abc bestimmt (**•' und be- 
zeichnen wir die Punkte, in denen s von abc geschnitten 
wiidj durch .(^i 5j C,, so sind durch .4 5 C 7\ A, £, C^ zwei 
projektive Pouktreihen in s bestimmt. Baben diese involu- 
torische Lage, so sagen wir auch von der Pnnktreihe 
ABC... und dem Strablenbttschel abc..., dafs sie in- 
volntorische Lage baben: 

3. Definiti*»). Eine Pnnktreihe und ein ^Strahlen- 
bttsehel liegen involntorisch, wenn die Pnnktreihe und 
der Scbnitt<°> ihres Trägers mit dem StrahlenbttscbM 
iuvolntorische Lage haben. — 

Statt dafs man in Zeichen die involntorische Verwandt- 
schaft zweier Onmdgebilde ausdruckt durch AA^CD... 
'/^A^AC^D^.. .1*^', spricht man auch häufig von der In- 
volution A A^ . C Cj . I) Dj . . . nnd nennt zwei homologe 
Elemente, z. B. AA^, ein Elementenpaar der Involution und 
Bwei solche Elemeotenpaare, z. B. AA^.CC^, einen Wurf 
der Involution, — Die allgemeine projektive Verwandtschah 
zweier Grandgebilde ist bestimmt durch die willkürliche 
Annahme der sechs Elemente ABC A^B^ C/*''J; da bei 
der involutorischen Verwandtschaft der Punkt B in A^ und 
£, in A tällt<^', 80 kann man nur vier Elemente AA^CG^ 
willkürlich annehmen. Um die Zusammengehörigkeit der 
Elemente kenntlich zu machen, sagt man, dafs die involu- 
torisohe Verwandtschaft durch den Wurf*'"»' AA,.CC^ be- 
stimmt ist — Da eine Involntion aus zwei projektiven Grund- 
gebilden besteht, so ergiebt siehc'i', dafs eine Involution, 
die ein Ordnungselement hat, noch ein zweites Ordnungs- 
element bat. — 

Um das, was sich uns Über die Involntion ergeben hat, 
fUr die Anwendung in knapper Form bereit zd haben, 
Sprech»! wir das Vorstehende noch einmal in kurzen Sätzen 
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aus, indem wii die Definition in einer Fassunt^ wiederholen, 
die aneh für ongleiehartige Gebilde gültig ist. Dabei wollen 
wir, trotzdem es nach der Entstehung der Involntion eine 
Tautolo^e ist, beaondeis aueaprechen, dafs die Elemente 
eines involntorischen Grundgebildes nnd die ihnen inrolu- 
torisch Zugeordneten projektiv sind. 

4. Zwei projektive Grundgebüde liegen itwolutorisch 
{Mlden eine Involution) , wenn ein Element seinem 
homologen zw^fach entspricht. 

In Zeichen : Wenn A A.C D...'/\A^A C^D^... 
ist, 80 bilden A A^ . C C^ . £> D^^ . . . eine Involution. 

5. Eine Involution ist durch einen Wurf bestimmt. 

6. Eine Involution, die ein Ordnungselement hat^ hat 
noch ein zweites Ordnungselement. 

7. Die Elemente eine» GrundgebUdes und die ihnen 
involutorisck zugeordneten sind einander projektiv. — 

Bezeichnen wir die Ordnnngselemente einer Involntion 
doreh P nnd Q nnd irgend ein weiteres Elementenpaar 
dareh ^^j, so ist PQ AA^y^PQA^^ A; folglich«««! ist 
PQ.AAj^ ein harmoniseher Wnrf. In Worten: 

8. Hat eine Invohaion zwei Ordnungselemente, so wird 
jede» Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente 
harmonisek getrennt. 

* Anmerkung. Eine Involntion kann nicht mehr als zwei 

Ordnnngselemente haben ; denn sonst entspräche jedes Ele- 
ment sieh selbst!"'''. 
" 64. Die Vlepeekslnvolution. Sind ABT (Fig. 51) die 
Ecken eines Dreiecks nnd 
A^ -B, C, drei Punkte in den 
Gegenseiten, die in einer 
Gerade 6 liegen, so werden, 
wie bewiesen werden soll, 
ans jedem Fnnkte A die 
drei Ecken nnd die Funkte 
in den Gegenseiten dnreh 
Strahlenpaare einer Invo- 
lution A(A^j.BB, .rC,) 
projiziert. 

Schneiden die dreiStrah- 
n^ „. len Ä (A B T) die Gerade d 
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in ABC, so ist, wenn wir noch den Schnittpiuikt von & A 
nnd B r durch P bezeichnen <" *-\ 
Ä .4, 5 C[A] A PA.^ B r [A] A -4 ^1 C-^ 5, W Ä ^j ^ ß, C, . 
Es bilden daherl»»^ ÄA^.BB^.CC^ tmd mithin ancii 
A (A .dj . B Sj . r Cj) oder a a, . 6 i, . c c^ eine Involution. 

1. Lehrsatz: Die Ecken eines Dreiecks wnd drei 
Punkte der Gegenseiten, die in einer Gerade liegen, 
werden au» jedem Punkte durch Strahlenpaare einer 
Involution projiziert. — 

Da eine Involution durch zwei Strahlenpaare bestimmt 
ist***'', so gilt auch die 

2, Umkehrting: Den drei St/rahlen einer Involution, 
die durch die Ecken eines Dreiecks gelten, sind drei 
Strahlen homolog, die die Gegenseite in drä, Punkten 
schneiden, die in einer Gerade liegen, 

Zusatz. Der Inhalt unsere Lehrsatzes läfst sich noch ^ 
io anderer Form wiedergeben, — Der Punkt Ä bildet mit 
den Ecken des Dreiecks A B T ein Viereck {Fig. 51), dessen 
Gregeneeiten die Gerade d in den Punktpaaren der Involution 
AA^.BB^.CC, sehneiden, 

mid die Gerade d bildet mit den Seiten des Dreiecks 
ein Vierseit, dessen Gegenecken AA^.BBj.VC^ aus Ä 
durch die Strahlenpaare der Involution aa^ .bb^.cc^ pro- 
jiziert werden. 

Wir können daher unserm Satze die folgenden beiden 
Formen geben; 



Viere cksinvolution. Die 
Punkte, in denen eine beliebige 
Gerade durch die Gegenseiten 
eines Vierecks geschnitten wird, 
rind Punktpaare einer In- 
volution. 



Vierseitsinvolation. Die 

Strahlen , durch welche die 
Gegenecken eines Vierseits aus 
einem beliebigen Punkte pro- 
jiziert werden, sind Strahlen- 
paare einer Involution. 



Anmerkung. Das Wort Involution wird im engem {nnd * 
ursprünglichen) Sinn für den Inbegriff der drei Punktpaare 
gebrancht, in denen eine beliebige Gerade von den Gegen- 
seiten eines Vierecks geschnitten wird. — Die Verall- 
gemeinemng des Satzes geben wir in Nr. 170. 

65. . Involutorlsche Paarung: der Punkte elnef 
Gerade. Mit Hlllfe des eheu'**^' gewonnenen Viereckssatzes 
lOsen wir die 
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Angabe: Die Punkte einer I Aufgabe: Die Strahlen 
Gerade involntoriseli zn eines Ponktes involntorisch 
paaren. { zu paaren. 

Lösung: Ist der Wurf, der die Involution des Trfigera e 
be8timmt("H AA^.BB,, so läfst sich die Aufgabe durch 
ein Viereck mit drei festen nnd drei beweglichen Seiten in 
folgender Weise lösen. 

Die feste durch A {Fig. 52) gelegte Gerade möge von 
den festen dnrch B and B^ gelegten Geraden in S nnd S, 
geschnitten werden. Um nun 
zum Punkte C den homologen 
C. zu finden, projizieren wir 
C aus S auf S, B^ nnd den 
gefundenen Punkt D aoa A^ 
auf S B und schliefalicli den 
gefundenen Punkt B^ aus -S, 
auf den Träger s. Die Pnnkte 
C und C^ bilden dann ein 
Punktpaar** ^ der durch A A^ 
.BB^ bestimmten Involution.— 
Unsere Konstruktion (und Figur) ist im Grunde eine 
Wiederholung der in Nr. 38 (Fig. 33) gegebenen Kon- 
struktion mit der Vereinfachung, dafs die dort zum Beweise 
der involutorischen Lage notwendigen Linien weggelassen 
sind. Das Viereck SS^^BD^ mit den drei festen nnd drei 
beweglichen Seiten hiefs damals A^BAA;. — 

Identisch ist unsere Figur mit der Figur 46. Der {hier 
nicht benutzte) Schnittpunkt A der projektiven Strahlen- 
bOscbel 5 £> und S, Ä, beschreibt, wenn C sich in « 
bewegt, eine Kurve, die durch die Ecken des durch die 
drei festen Geraden gebildeten Dreiseits geht nnd die 
Geraden .d^ 5 und A^ S^ berührt. 
s Zusatz. Wiederholen wir unsere Konstruktion für den 
Fall, dafs A und Ä^ zusammenfallen in P nnd B und B. 
in Q, so erkennen wir, dafs C und C, durch P und Q 
harmonisch getrennt werden i^*^. Da sie perspektiv liegen 
zu den StrahlenbüBcheln SD und S^D,, die durch A^ 
projektiv &nf einander bezogen sind, so können wir sagen, 
indem wir das Ergebnis auf beliebige GrundgebTlde Über- 
tragen'*''; 
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Die Elemente eine« GrundgebUde» und die von ifme« 
durch zwei feste Elemente harmonisch getrennten sind em- 
ander projektiv. Die festen Elemente sind die Ordnung»- 
elemente der von den einander harmonisch zugeordneten 
Elementen gebildeten Involution. 

In Zeichen : Sind PQ.A A^, PQ.BB^ n. ß. w. liar- 
• ' : Würfe, BO folgt 

PQABA^.../^PQA^B^A... 
66. Ordnungspunkte einer Involutioii. Sind AA^»^ 
nnd B B^ irgend zwei Pnnktpaare einer in dem Träger s 
liegenden Involution nnd XX^ irgend ein weiteres Pnnkt- 
paar , so wird , weil''*'' AÄ^ B X/\A^ABj^X^ ist , der 
Funkt X^ den Träger s im Sinn"* A^^ A B^ darehlaufen, 
■wenn der Punkt X den Träger im Sinn AA^B dureh- 
länft*'"''. Wir unterscheiden nnn zwei Fälle. 

I. Der Wurf AA^.BB^ ist elliptiseli, d. h.(">-> die 
beiden Punktpaare trennen einander. 
In diesem Fall ist der Sinn A^ A B^ derselbe wie der 
Sinn AAj^ B (siehe Fig. 53). Wenn also X die Strecken 

AB^; B^A^; A^B; B A 
dnrcMänft, dnrch^uft X^ die Strecken 

A^B; B A; A'B^; B^A^. 
Es wird daher keine Strecke von beiden Punkten gleich- 
zeitig durchlaufen; X ftllt j- 
also in keinem Punkt mit 1? ' ^ "^ 
X^ zusammen, d. h.(""J die ' ^3 ^ 
Involution hat keinen Ord- ^r, ' ' * *~ " 
Dungspnnkt: ^^- **■ 

I. Eine Involution hat keinen Ordnungspunkt, wenn 
einer Haer Würfe elliptisch ist. 

II. Der Wurf AA^.BB^ ist hyperbolisch; d. h-C"«' 
die beiden Punktpaare trennen einander nicht. 

In diesem Fall ist der Sinn A^ A 5, dem Sinn AA^^B 
(siebe Fig. 54} entgegengesetzt. Wenn also X die Strecken 

AA^l A^B; BB^; B^A 
'dnrchläoft, durchläuft X^ die Strecken 

A^A; AB^; B^' B; BA^. 

r:it.:f:i.v. Google 
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Da die Strecke AA^ sowohl wie B'B^ gleichzeitig und 

in entgegengesetztem Sinn dorehlanfen wird, so giebt es 

j- _ __ auf der Strecke A A, and 

* ^ ^"" ~* auf der Strecke B'B^ je 

'S \ £ _ _ ~_ einen Pnnkt, in dem X und 

< jj, *- * ^^ zusammenfallen, einen 

">■ 6*- Ordnongepnnkt : 

2. lÄne Iitcolvtion hat zwei Ordnungspunkte, vienn 

einer iJirer Würfe hyperbolisch ist. — 

n 67. ParaboUscher Wurf. Halten wir von den beiden 
Panktpaaren ^ A . 55j, die eine Involution bestimmenf""*', 
drei Punkte AA^B fest und lassen B^ den Träger durchlaufeDr 
80 entspricht jeder Lage von B^ eine bestimmte Involution. 
Nehmen wir an, dafs B auf A A^ liegt, so sehen wir: So 
lange -Bj sieh anf der Strecke A A, befindet, hat die 
Involution zwei OrdnungspnnkteC*'*; liegt 5, auf -4'^^<**, 
so hat die Involution keinen Ordnungspnnktl*'''. Von Inter- 
esse ist nun noch der Augenblick des Übergangs, wo B^ 
sich in A^ (oder in ^4) befindet. In diesem Fall ist der 
Wurf A Ä^ .BB^ weder elliptisch noch hyperbolisch. Wir 
nennen einen solchen Wurf, dessen beide Punktpaare einen 
Punkt {A^) gemeinsam haben, parabolisch. Suchen wir für 
diese Lage der Punkte nach Nr. 65 zu einem beliebigen 
Punkte C den homologen C^, so finden vrir, dafs C, in A^ 
(B^) fällt; es entspricht daher jedem Punkte C der 
Punkt Aj, d. h. jeder Wurf ist parabolisch. Nennen wir 
den Punkt A^, der allen Punkten (auch sich selbst) ent- 
spricht, einen Ordnungspuokt, so können wir den Satz aas- 
sprechen : 

Mne Involution hat einen Ordnungspunkt, wenn einer- 
ihrer Würfe parabolisclt ist. 

» 68. Eine Involution und Ihre Würfe. Für die £r~ 
gebnisse von Nr. 66 und 67, die sich auf alle Gmndgebilde 
Übertragen lassen'*», finden wir einen kurzen Aasdruck, wenn 
wir noch die folgenden Bezeichnungen einführen: 

1. Definition: Eine gerade Involution beiTst elliptisch^ 
hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem sie kein 
Ordnungselement, swei Ordnangselemente oder ein Ord- 
nungselemeot hat. 



A^tX^t^lC 



§ 6. Projektire Verwandtachaft kmmmer Granagebilde. Nr. 67—69. 79 

Da eich auch aooh ergebt, dafs jeder Wurf z, B. einer 
elliptischen Involution elliptiBeh sein mnfs, so können wir 
znsanimenfasBend sa^n: 

2. Eine gerade Involution und ihre Würfe sind gleicfi/- 



Projektive Verwandtschaft krnmmep 
Grrandgebilde. 



69. Krumme Würfe. 

Ist S ein beliebiger Punkt 
einer Kurve zweiter Ordnung, 
so sehneidet jeder Strahl von 
S die Kurve noch in einem 
zweitenPankte**^). Bezeichnen 
wir nun die Punkte, in denen 
die Strahlen abc and x von 
S die Kurve zum zweiten 
Male schneiden, durch ABT 
und X, so wird, wenn der 
Strahl X sich um 'S im Sinn 
a&c<*> dreht, der Punkt X 
von A nach B gelangen, ohne 
mit r zusammengefallen zu 
sein; dreht sich dagegen te 
im entgegengesetzten Sinn, 
80 gelangt X von A nach f 
and dann erst nach B: 

1. Ein Punkt X, der eine 
krumme Punktreihe be- 
schreibt, kann auf zwei 
Weisen von einem Punkte A 
nach einem Punkte B ge- 
langen, einmal indem er den 
Pnnkt r öbersohreitet, das 
andere Mal indem er den 
Punkt r nicht Überschreitet. 

Wir wollen auch hier wieder 
den ersten Bewegungssinu 



Ist 8 ein beliebiger Strahl 
eines Büschels zweiter Ord- 
nung, so geht durch jeden 
Punkt von 8 noch ein zweiter 
Strahl*"^'. Bezeichnen wir nun 
die zweiten Strahlen des 
Büschels, welche durch die 
Punkte ABC ani X von s 
gehen, durch a (iy und x, so 
wird, wenn der Punkt X sich 
auf« im Sinn ABO"^ be- 
wegt, der Strahl x von a 
nadi ß gelangen, ohne mit y 
zusammengefallen zu sein; 
bewegt sich dagegen X im 
entgegengesetzten Sinn , so 
gelangt x von a nach y und 
dann erst nach ß: 

1. Ein Strahl x, der einen 
krummen StrahlenbUscbel be- 
schreibt, kann auf zwei Weisen 
von einem Strahl a nach einem 
Strail ß gelangen, einmal in- 
dem er den Strahl y über- 
schreitet, das andere Mal in- 
dem er den Stralil y nicht 
überschreitet. 

Wir wollen auch hier wieder 
den ersten Bewegungssinn 
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durch A r B , den zweiten 
durch ABT bezeichnen. — 

Setzen wir nun fest, dafs 
der Pnnkt X die krumme 
Pnnktreihe im Sinne ABT 
beschreiht, so ist damit eine 
bestimmte Reiften folge der 
Kurvenpirnkte festgelegrt. Ist 
A irgend ein vierter Pnnkt 
der Kurve, so kann die 
Reihenfolge der vier Funkte 
sein : AABT, ABAT oder 
A B r A. Fassen vrir die vier 
Punkte zu zwei Punktpaaren 
zusammen , deren Inbegriff 
wir zum Unterschied von 
einem geraden Ponktwurf'"''' 
einen krummen Punkttmtrf 
nennen, so kann in dem Wurf 
A B . r A, je nach der Lage 
des Punktes A, das Pnnkt- 
paar A B das Funktpaar r A 
trennen (bei der Reihenfolge 
AABT) oder nicht trennen 
(bei der Reihenfolge A B A f 
imd bei der Reihenfolge A B 
r A). BerUekBlcbtigen wir auch 
noch den Fall, dafs A in A 
(oder in B) fällt, so können 
wir für den krummen Pnnkt- 
wurf^ wie wir es für den ge- 
raden gethan haben"" ■■ '^', die 
drei Definitionen aufstellen : 

2. Ein krummer Punktvmrf 
heifot elUptüch, wenn seine 
Punktpaare einander trennen; 
hyperbolisch, wenn Keine Punkt- 
paare einander nie/U trennen; 
parabolisch^ werrn die beiden 
Pnnktpaare einen Funkt ge- 
meineam haben. — 



durch ayß, den zweiten durch 
aßy bezeichnen. — 

Setzen vrir nun fest, dafi 
der Strahl x den krummen 
StrahlenbüBchel im Sinne ay?y 
beaehteibt, so ist damit eine 
bestimmte BeUtenfolge der 
Btlschelstrahlen festgelegt Ist 
S irgend ein vierter Strahl 
des Büschels, so kann die 
Reihenfolge der vier Strahlen 
sein: ctÖßy, aß6y oder a ßyä. 
Fassen wir die vier Strahlen 
zu zwei Strahlenpaaren zu- 
sammen, deren Inbegriff wir 
zum Unterschied von einem 
geraden^"* Strahlenwnrf einen 
krummen Strahlenimirf uenüeu, 
so kann in dem Wurf aß. yd, 
je nach der Lage des Strahles 
d, das Strahlenpaar a ß das 
Strahlenpaar y 6 trennen (bei 
der Reihenfolge a6 ßy) oder 
nicht trennen (bei der Reihen- 
folge aßöy und bei der 
Reihenfolge aßyS), Berück- 
sichtigen wir auch noch den 
Fall, dafs d in or {oder in ß) 
fällt, so können wir für den 
krummen Strahlenwurf, wie 
wir es für den geraden ge- 
than haben, die drei Defini- 
tionen aufstellen: 

2, Ein krummer Strahlen- 
lowf heißt eUiptiseh, wenn 
seine StraJdenpaare einander 
trennen ; hyperbolisch , loenn 
seine Strahlenpaare einander 
nicht trennen; parabolisch, vienn 
die beiden Strahlenpaare einen 
Strahl gemeinsam haben. — 
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§ 6. Projektive Verwandtschaft hminmer QmndgebUde. Nr, 70. gl 



Vier KErvenpaDkte A B r i 
werden aus irgend zwei wei- 
tem Kurvenpiinkten S nnd 
Sj dnroh zwei projektive 
StrahlengTuppen S (A B T A) 
Ä S, (A B r A) projiziert '»1. 
Da zwei projektive Strahlen- 
gmppen die Endglieder einer 
Kette von perapektiven Glie- 
dern sindl""!*, 80 folgt aus 
Nr. llj, dafe zwei projektive 
Strahlengmppen immer gleich- 
namig sind; daher: 

3. Ein kmmmer Ponkt- 
■wurf wird ans jedem Knr- 
venpnnkt durch einen gleich- 
namigen Strahlenwurf pro- 
jiziert. 

Hierans folgt, dafs Nr. 10^ 
sieli anf kmmme Pnnktwtlrfe 
ansdehnen läfst: 

4. Von den drei krummen 
Würfen, die man aus vier 
Kurvenpunkten bilden kann, 
sind zwei hyperhoUsch und einer 
tlUptüch. 



Vier BUsehelstrahlen aßyd 
schneiden irgend zwei weitere 
SUschelstrahlen s nnd «^ in 
zwei projektiven Punktgrap- 
pen »(aßy6)Xs,{aßy^V''^. 
Da zwei projektive Pnnkt- 
grnppen die Endglieder einer 
Kette von Perspektiven G-lie- 
dem slnd'^>), eo folgt aus 
Nr. 11,, dafs zwei projektive 
Punktgmppen immer gleich- 
namig sind; daher: 

3. Ein kmmmer Strahlen- 
wnrf schneidet jeden Büschel- 
strahl in einem gleichnamigen 
Ponktwurf. 

Hierans folgt, dafs Nr. 11, 
sieh anf kmmme Strahlen- 
wUrfe ausdehnen läfst: 

•4. Von den drei krummen 
Würfen, die man aus vier 
Büachehtrahlen bilden kamt, 
sind zwei hyperboUech und 
einer elUpliseli 

Anmerkung. Weil für einen kmmmen Strahlenbttschel a 
onsere Betrachtungen der Vorstellung schwerer zugänglich 
sind als tttr eine kmmme Pnnktreihe, so sind noch einmal'^^' 
die dualen C) Begründungen hiuzugef Ogt. 

70. Harmonische Elemente eines krummen Grund- 'o 
Gebildes. Diese und die folgende Nummer dienen dazu, 
die Worte harmonisch und projektiv auf die krumme Pnnkt- 
reihe und den krummen Strahlenbttschel zu übertragen. 
Diese Übertragung wird vermittelt durch die geraden Ge- 
bilde nnd stützt sich anf den Satz*""' von der projektiven 
Verwandtschaft gerader Gebilde, die perspektiv zu einem 
kmmmen Gebilde liegen. Sie bietet uns vor allem den 
Vorteil gröfserer Kürze beim Übersetzen unserer geome- 
trischen Ergebnisse ins Deutsche, da wir beim Aussprechen 

BSitr, Sb*w OMSutrU du lAga. 6 
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miBerer Sätze die beim Beweise eiugeachalteten geraden 
Gebilde weglasseu kOnoen. — 

1. Definition: Vier Punkte 
einer krammeD Ponktreihe 
heifeen harmonisch , wenn 
sie anB einem Punkte der 
Kurve durch vier hanno* 
nische Strahlen projiziert 
werden. 

2. Lehrsatz: Fin- har- 
monische Punkte einer krummen 
PunktreUie werden aus jedem 
Kurvenpttnkte durch vier har- 
mcnüche Strahlen projizierte^'. 

3. Lehrsatz : Durch ein 
Pnnktpaar und einen Funkt 
einer krummen Panktreihe ist 
der vierte harmonische Punkt 
bestimmt (^'. 

4. Lehrsatz: BUden vier 
Punkte einer krummen 
Punktreihe einen harmo- 
nischen Wurf, so ^ht der 
Träger des einen Punkt- 
paares durch den Punkt, in 
dem sieh die beiden Tan- 
genten des andern Pnnkt- 
paares schneiden. 



1. Definition: Vier Strahlen 
eines krummen Strahlen- 
büscbels heifsen harmonisch, 
wenn sie djten Strahl des 
Büschels in vier harmo- 
nisohen Punkten schneiden. 

2. Lehrsatz: Vier Itar- 
moniaclie Straiden eines krum- 
men StraMenbüichtls schneiden 
jeden Büsc/telatraM in vier 
]tarmoimchen Punkten. 

3. Lehrsatz: Durch ein 
Strahlenpaar und einen Strahl 
eines kmmmen Strahlen- 
bttscbels ist der vierte har- 
monische Strahl bestimmt. 

4. Lehrsatz: Bilden vier 
Strahlen eines krummen 
StrahlenbUsehels einen har- 
monischen Wurf, so liegt 
der Schnittpunkt des einen 
Strahlenpaares auf der Gie- 
rade, die die beiden Berühr- 
ungspunkte des andern 
Strahlenpaares verbindet. 



Beweis: Projizieren wir den krummen harmonischen 
Wurf A B . r Ä aus A und B, so erhalten wir P''"' die beiden 
harmonischen StrahlenwUrfe A (A B . T Ä) und B (A B . r Ä) ; 
folglieh ("■' A(ABrÄ)ÄB(BArA). Da dem Strahl AB 
der Strahl B A homolog ist, so schneiden sich <") die 
Frojektionsstrahlen A A und B B, das sind*** '' die Tangenten 
in Ä und B, auf der Verbindungslinie TA. — 

Da durch das Punktpaar A B und den Punkt T der 

vierte harmonische Punkt & bestimmt ist<^*'>\ so gilt auch die 

5. Umkehrung: Geht der 1 5. Umkehrung: Liegt der 

Träger des einen von zwei Schnittpunkt des einen von 

Ponktpaaren einer krammen { zwei Strahlenpaaren eines 
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Projektive Vernand tschaft krnmiaeT Gmndgebilde. Nr. 71. 83 



Beihe dnrcli den Pnnkt, in 
dem sich die Tangenten des 
andern Paares schneiden, so 
bilden die beiden Punktpaare 
einen hannonischen Wnrf. 



krammen BUBehels in der 
Gerade, die die Berühnmgs- 
pnnkte des andern Strahlen- 
paares verbindet, so bilden 
die beiden Sb'ablenpaare 
einen hannonischen Woif. 

71. Projektive Verwandteehaft krummer Grund- 7 



gebtlde. 

1. Definition: Die Punkte 
AB C. . . einer geraden Punkt- 
reihe (Die Strahlen abc... eines 
geraden BUschels) heifsen zu 
den Punkten ABT... einer 
krammen Pnnktreihe k^ pro- 
jektiv, wenn der Strahlen- 
btlsehel, der die Kurven- 
pnnkte ABT... ans irgend 
einem Korvenpnnkte S pro- 
jiziert, projektiv ist zu der 
Punktreihe ABC... {zu dem 
StrahlenbUschel abc..). 

2. Definition: Die Punkte 
AB r . . . einer krummen 
Pnnktreihe k^ heifsen pro- 
jektiv zn den Punkten 
Aj Bj r^ . . . einer kinmmen 
Pnnktreihe k\, wenn der 
StrahlenbUschel, der ABT... 
aus einem Punkte S von k^ 
projiziert, projektiv ist zu 
dem StrahlenbUschel, der die 
Punkte A^B^r^. .. aas irgend 
einem Punkte S^ von k\ pro- 
jiziert. 

3. Lehrsatz: Projiziert man 
jede von zwei projektiven 
krummen Pnnktreihen aas 
einem beliebigen ihrer Punkte, 
so erhält man zwei projek- 
tive 



1. Definition: Die Strahlen 
abc... eines geraden 
Büschels (Die Punkte ABC. . 
einer geraden Punktreihe) 
heifsen zn den Strahlena^y. . . 
eines krummen StraMen- 
bUsehels x" projektiv, wenn 
die Punkfreihe, in der die 
Bttschelstrahlen a ßy . . . ir- 
gend einen Btlschelstrahl « 
schneiden, projektiv ist zu 
dem StrablenbUscbel ahc ... 
(zu der Punktreihe ABC...). 

2. Definition: Die Strahlen 
aßy .. . eines krummen 
StrahlenbüBchels x* heifsen 
projektiv zu den Strahlen 
Ojß^y^. . . eines krummen 
StrahlenbUschels xj, wenn 
die Punktreihe, die aßy ... 
in irgend einem Strahl s 
von x' ausschneiden, pro- 
jektiv ist zu der Punktreihe, 
die die StraUen a^ß^^y^.. in 
irgend einem Strahl s^ von x? 
ausschneiden. 

3. Lehrsatz: Schneidet man 
jeden von zwei projektiven 
krummen Strahlenbllseheln 
durch einen beliebigen seiner 
Strahlen, so erhält man zwei 
projektive geradePunktreihen, 
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4. Definition: Eine kmmme Fimktreilie nnd ein 
kmmmer Strahlenbüschel heiCBen projektiv, wenn der 
StrahlenbDsehel, der die Puoktreibe aus einem ihrer 
Pnnkte projiziert, projektiv ist der Fnnkb'eihe, die der 
StrahleabOacbel in einem seiner Strahlen anssehneidet. 

Wenn wir den von den Tangenten einer krammen 
Pnnktreihe gebildeten krummen Str^lenbttscbel '*"* den der 
Fnnktreihe zugeordneten Tangeatenbttschel nennen, so läfst 
sieb der zweite Satz in Nr. 60 kurz so aoasprechen: 

5. Lehrsatz: ßine krumme Punktrei/te und der ihr 
zugeordnete Tangentenbüschel sind einander prcjektiv. 

In Zeichen: Sind A B f A irgend vier Funkte 
einer krummen Fnnktreihe und aßy 6 ihre Tangenten, 
80 ist A B r A Ä aßyd. 

Die weitem Sätze sprechen wir fllr Punktreihe und 
Strahlenbttscbel gemeineam ans, indem wir jedem Satz die 
Nummer hinzufügen, auf die er eich stutzt. 

6. Sind zwei krumme Gnmdgebilde einem dritten 
geraden oder krummen Grnndgebilde projektiv, so 
sind sie einander projektiv 'ä"-!. 

7. In zwei krummen projektiven Grundgebilden 
sind vier Elementen, die einen harmonischen Wurf 
bilden, vier Elemente homolog, die wieder einen har- 
monischen Wurf bilden '*'•>'. 

8. Wenn zwei projektive krunmie Grnndgebilde, die 
in einander liegen, drei Elemente entsprechend gemein 
haben, so haben sie jedes Element entsprechend 
gemein <'"''. 

9. Die pTojehive Venoandtecliaß zwiscltsn zwei krum- 
men Grundgebilden int durch drei Paar homologe Ele- 
mente bestimmt '*W. 

'S 72. Die krumme Involution. Nachdem wir in den 
beiden vorhergehenden Nummern die Worte barmoniecb 
nnd projektiv auf die krummen Gebilde übertragen 
haben, sfellen wir im folgenden die Sätze zusammen, die 
sich aus den über gerade Involutionen bewiesenen fllr die 
krumme Fnnktreihe nnd den krummen StraJilenbttschel ohne 
weiteres ergeben. 

1. Der Inbegriff zweier projektiven krummen Grund- 
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gebilde, die in einander liegen, heifBt eine kmmme 
ProjebtiTität <">>. 

2. Eine krumme Projektivität, in der ein Element 
seinen homologen zweifach enigpriekt, heißt eine krumme 
InvohUion f**''. 

3. In einer krummen Involution entspricht Jedes Ele- 
ment seinem zugeordneten zweifach (^1, 

4. Eine knimme Involution ist durch einen Wurf be- 
stimmt f*"»'. 

5. Eine krumme Involution, die ein Ordnungselemsnt 
hat, hat noch ein zweites Ordnungselement (*'"J, 

6. Eine hvmme Involution hei/st elliptisch, hyperbolisch 
oder parabolisch, je nacMem sie kein Ordnungselement, 
zwei Ordnungselemente oder ein Ordnungselement Aa((<*">. 

7. Eine krumme Involution und ihre Würfe sind 
gleichnamig '"*J. 

. Die Elemente eines krunwaen Gi^ndgebUdes und 



die ihnen involvtorisch zugeordneten sind einander pro- 
jektiv "*i'. 

9. Ist eine knimme Involution hyperbolisch, so wird 
jedes Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente 
hoTTnonisch getrennt ^^i. 

73. Projektlonsachse. In einer Kurve sei nna eine ^s 
kmmme Projektivität <'3'> S A B . . Ä 5, A, B, . . (Fig. 65) ge- 
geben. Projizieren wir die Paukte SAB., ans dem 
Funkte S^ und die homologen Punkte 5^ A^ B^ . . aus S, 
80 erhalten wir die beiden projektiven'""' Strahlenbüschel 
S, (S A B . ,) Ä 'S (S, Aj B, . .). Da die Verbindungslinie S S, 
der Mittelpunkte sich selbst entspricht, so liegen die Schnitt- 
punkte homologer Strahlen 
in einer Gerade p ***', die 
bestimmt ist durch den 
Sehuittpimkt der Strahlen 
Sj A nud S A^ nnd den 
Schnittpunkt der Strahlen 
S^ B nnd S B^. Diese Ge- 
rade p ist die Pascalsehe 
Gerade des Kurveusechsecks 




S Aj_B S^ A B, ; auf ihr schnei- *^« "** 

den sich 'Zsiiet <**> auch noch die Verbindungslinien A^ B 
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und A B,. Würden wir also die beiden projektiven krnm- 
men FntiktTeihen nicht aus S, und S, Bondem ana A^ und A 
projiziert haben, so hätten wir dieselbe Gerade p erhalten. 
Die Gerade p, die demnach nur abhängig ist von der Pro- 
jektivität, nicht aber von der Wahl des Puiiktee S^ (S), heifat 
die ProjelctwtiscKhse (Projektivitätsachae) der krummen Pro- 
jektivität S A ß . . Ä S^ A^ B^ . . . 

Lehreatz : Die Gerade, welche einen beliebigen 
Punkt & einer krummen Frojektivität mit dem eben- 
falla beliebigen Punkte E^ verbindet, schneidet die 
Gerade, die die homologen Punkte A^ und E verbindet, 
in einem Punkte der Projektionaachae (Vergl. 36). 
A Änmerkang. Beachränken wir diesen Satz aof drei 
Paar homologe Punkte und befreien ihn vom Begriff der 
projektiven Verwandtschaft***^', ao erkennen wir, data er 
nur eine andere Form des Fasealsehen Satzes ist. — Da 
wir (**' zwei Geraden als einen beaondem Fall einer krum- 
men Punktreihe auffaasen können, so läfst sich auch der 
Satz 36 ala ein besonderer Fall dea eben bewiesenen 
aufifaBsen. 

74 74. KonstrukttoD einer krammen Frojektivität. 
Will man zwei knimme Punktreihen, die in einander liegen, 
projektiv so auf einander beziehen, dafs den FunktenSAB 
die Punkte S, A^ B^ homolog werden, so kann man •"•> die 
Punkte SAB aua einem beliebigen Knrvenpuukte und 
S^ Aj B, aua einem zweiten beliebigen Kurvenpunkte pro- 
jizieren und die erhaltenen geraden StrahlenbUschel pro- 
jektiv auf einander beziehen i'". Eine einfachere Kon- 
struktion ergiebt eich mit Hülfe der Projektionsachse "*' : 

Wir konatmieren die Projektionsachse p ala Pascalsehe 
Gerade des Knrveusechseeks S Aj B S, A B, (Fig. 55) und 
beatimmen dann zu einem beliebigen Funkte A den homo- 
logen Ä, vermittelat des Strahles von S (oder A oder B), 
der p in demselben Punkte schneidet wie S^ A (oder Aj A 
oder B, A). 

z Zusatz. Schneidet die Projektionaachse p die Kurve 
in den Funkten K und X, ao ergiebt unsere Konstruktion, 
dafa der Funkt K mit seinem homologen iC, und ebenso 
L mit Xj zusammenfällt, dafa also die Schnittpunkte der 
Projektionaachae mit der Kurve die Ordnungspunkte der 
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Frojektivität sind. Ebenso ergiebt sich nmgekehrt, dafa 
die Verbindnngsliiiie der Ordnnngepnnkte die Projektions- 
achse ist. 

Eine krumme Frojektivität bat demnach zwei Ordnim^- 
pnnkte oder keinen Ordnnngspnnkt, je nachdem die Pro- 
Jektionsacbse zwei Punkte oder keinen Punkt mit der Kurve 
liemeinsam hat. Wir können noch Mnzafltgen, dafa die 
Frojektivität einen Ordnungapnnkt hat, wenn die Frojektions- 
aehae eine Tangente der Kurve ist. 

75. Opdnungrselemente einer gferaden Frojektivität. ?s 
Die vorhergehende Konstruktion lä(st sieh anch für jede 
gerade Projektivität verwerten. Wir wählen als Beispiel 
zwei in einem und demselben Träger s liegende projektive 
gerade Punktreihen ABCäA^B C\ (Fig. 56). Wir 
nehmen eine beliebige Kurve zu Hülfe und projizieren ans 




einem beliebigen Kurvenpunkte S sowohl die Punktreihe ABC 
wie die Punktreihe A^ B^ C^ and bezeichnen die zweiten C^' 
Schnittpunkte der Projektionsstrahlen mit der Kurve durch 
Ä B r und A^ Bj T,. Konatruieren wir dann für die krumme 
Projektivität '"■ ""^ ■"•> A B T Ä A^ B^ r^ die ftojektionaachse p 
ate Paacalsche Gerade des Kurvensechsecks AB, rA^Sr^"') 
ao erhalten wir zu einem beliebigen Punkte £> vermittelst 
Ä und Aj den homologen B^. 

Anmerkung. Diese Konstruktion empfiehlt sich, wenn a 
man gleichzeitig untersuchen will, ob die gerade Pro- 
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jektivität OidnuDgepimkte hat oder nicht. Sehoeidet die 
Piojektionaachse die Karre, so liefern die Projektionen der 
Schnittpunkte die Ordnnngspnnkte (Fig. 56). — Die Kon- 
struktion wird am einfachsten, wenn man als Httltskuxve 
einen Kreis '"^* nimmt. 

» 76. Ppojekttonszentrimi. Mit einer krummen Pnnkt- 
projektivität S AB . .y\S,A^B, . . ist auch immer eine 
knunme Strahlenprojektiyität gegeben. Bezeichnen wir 
nämlich die zugeordneten Tangenten dorcb saß. . und 
«.«jft.^soiet SAB..Äsa/?..undSj^AjB, .. Äs,n, jS,..("'>, 
daher <"•' saß..~/\8^a, ß^ . .. Schneiden wir den krummen 
StrahlenbHsehel »aß .. durch die Tangente », und «, a^ß,.. 
durch «, so erhalten wir die projektiven <"•' geraden Pnnkt- 
reihen g^{aa ß..)'/\g (Sj ßj ß^ . .). Da der Schnittpunkt « a^ der 
Träger sich selbst entspricht, so gehen die Verbindangslinien 
homologer Pnnkte dnrch einen Ponkt P<3*>. Dieser Punkt F 

ist der Brianchonsche Punkt des Kurrensechsseits sa^ßs^aß^; 
durch ihn geht auch die Verbindungslinie der Punkte a^ ß 
und a/3j(**'. Würden wir also unsere beiden Strahlenbttschel 
nicht durch s^ und s, sondern durch «^ und a geschnitten 
haben, so hätten wir denselben Punkt F erhalten. Der 
Punkt P, der demnach unabhängig von der Wahl der 
Tangente s^ («] und nur abhängig von der Projektivität ist, 
heiTst ProjekHÖnszentrum (Projektivitätszentrum) der krummen 
Projektivität S A B . . Ä Sj Aj B^ . . . 

Hat die krumme Punktprojektivität zwei Ordnungs- 
punkte K und L, die krumme Strahlenprojektivität saß.. 
/{Sj ttj^ ß^ . . mithin zwei Ordnungsstrahlen x und k, so ist, 
weil der Strahl x (J.) mit seinem homologen Kj (ä^) zusammen- 
ftlllt, die Verbindungslinie der Schnittpunkte Sj x und « Xj 
der Ordnungsstrahl x ; das Projektionszentrum P ist daher 
in diesem Fall der Schnittpunkt der Ordnungsstrahlen. 

Unser Ergebnis fassen wir mit dem in Nr. 73 ge- 
wonnenen zusammen zu dem 

Lehrsatz: Durch eine krumme Pnnktprojektivität 
S A B . . 7s Sj Aj^ Bj . . ist die Projektionsaehse p und 
das Projektionszentrum P bestimmt. Die Projektions- 
achse ist die Pasealsche Gerade des Kurvenseehs- 
ecke 5 A^ B Sj A B^ mjd das Projektionszentrum der 
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Brianchonsche Punkt des zngeoidneteii EurrensechB- 
Beits, — Jede Verbindungslinie A E^ wird von der 
angeordneten i, E in einem Punkte der Projektions- 
achse p geschnitten und jeder Schnittpunkt zweier 
Tangenten Ö e, liegt mit dem zugeordneten ^^ e in 
einem Strahl des Projektionazentnims P. — 

Zusatz. Hat die Projektiyität zwei Ordnungapnnkte, s 
so ist ihre Verbindungslinie die Projektionsachse und 
der Schnittponkt ihrer Tangenten das Projektion»- 
Zentrum. — Hat die Projektivität einen Ordnnngapunkt, 
80 ist seine Tangente die Projektionsachse '■''* ^' und 
der Ordnungspunkt das Projektionazentrum'^^', 

77. Die einer kFammen ProjektiTltät zugeordneten " 
Projektivltäten der Projektlonsachse und des Pro- 
Jektionszentrums. Projizieren wir eine krumme Pro- 
jektivität A B r . , 7\ Aj Bj Pj . . ana einem beliebigen M ihrer 
Punkte, so erhalten wir in M zwei projektive'^'»' Strahlen- 
btlBcbel, die die Projektionsaehse *"' p in zwei projektiven 
Ponktreihen A BC . ./{A^B^C,. . schneiden. Es soll ge- 
zeigt werden, dafs man immer dieselbe gerade Projektivität 
in der Aclise erhält, welchen Punkt der Kurve man auch 
zur Konstruktion w^It. 

Ist N ein zweiter beliebiger Punkt der krummen Ponkt- 
reihe, ao ist alao zn beweisen, dafa bei der Projektion der 
krummen Projektivität aus N auf die Achse z.S. A und A, 
wieder zwei homologe Punkte werden. 

Weil MA, (Fig. 57) 
durch Aj^ geht, mufs M, A 
ehenfalla durch ^, gehen™, 
d. h. der Punkt, in dem 
die Verbindungslinie A A^ 
die Kurve zum zweiten 
Male achneidet, iat der 
dem Funkte M homologe 

Punkt Mj. Sehneidet 
femer der Strahl N^ 
die Kurve zum zweiten 
Male in Ä, so zeichnen 
wir den homologen Punkt 
Ä,, indem wir den Punkt 




:kv. Google 



'90 I- Dei Ke^lschnitt, 

D^, in dem M^ Ä die Achse schneidet, sae M anf die Xnrve 
projizieren i"l. 

Weil nun N A durch A geht, so sind anch für die 
Projektion ana N die Punkte A und A, homolog, wenn 
N A^ durch A^ geht. Dies aber ergiebt sich aus dem 

Knrvensechseck M A M^ A N A^ ; denn von diesem liegen nach 
der Konstruktion die Diagonalpnnkte A und i>, in der 
Achse; es mufe daher"*' die Seite NA^ ihre Gegenseite AM^ 
in einem Punkte der Achse schneiden, d. i. in -4j. 

Die gerade Projektivität der Achse haben wir eben 
dadurch konstruiert, dafs wir die krumme Projektivit&t aus 
einem beliebigeu ihrer Funkte projizierten. Man kann aber 
auch, wie die Figur zeigt, die gerade Projektivität aus der 
krummen erhalten, indem man den Korvenpunkt A aus den 
beiden homologen Punkten M und M, projiziert. Da, wie 
wir sahen, N A, durch A^ geht, so sehneidet die (in der 
Figur nicht gezogene) Verbindungslinie A A^ die Kurve zum 
zweiten Male in Nj '">. Projizieren wir also den Kurven- 
pnnkt A ans N und Nj^, so ergeben sieh ebenfalls A und -i, 
als homologe Punkte der geraden Projektivität. Wir können 
daher die gerade Projektivität auch dadurch ans der krummen 
herleiten, dafs wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei festen 
homologen Punkten projizieren. 

1. Jeder krummen Projektwität ist in der pTojehtions- 
aclise eine gerade. Punklprojeitimtät zugeordnet IHese 
sugeordnete Projektivität der Achse erhalten toir, indem 
wir die Ph>jektionsackse schneiden 

entweder durch die Stra/Uenpaare, welche die liomologeii 
Punkte der krummen Projektivität aus irgend einem festen 
Kurvenpunkte projizieren, 

oder dvrcli die Sirahlenpaare, welche die Kurven- 
punkte aus irgend swei festen homologen Punkten der 
krummen Projektivität projisneren. — 
Durch die zugeordnete!"' Strahlenprojektivität aßy.. 
Tsf^xß-iV-i •■ erhalten vrir in der beliebigen Tangente (i zwei 
projektive Punktreihen, die ans dem Projektionszentrum P 
dnrch zwei projektive StrahlenbUsehel ahc. .~^a^b^c^, . 
projiziert werden. Wählen wir eine andere Tangente v, 
so erhalten wir, vrie sich dnrch die den vorhergehenden 
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dnalen'') BettaehtaiigeQ zeigen läfet, in P dieselbeQ 
projektiven StralilenbUschel. 

2. Jeder krummen Projektivität ist im PrajektißTa- 
zentrum eine gerade Straklenprojektivität zugeordnet, Diese 
zugeordnete Projektivilät des Zentrums erhätten vnr, indem 
wir aus dem Zentrum projizieren 

entweder die Punktpaare, in denen irgend eine feste 
Kurventangente von den homogen Tangenten der krummen 
Projektivität geschnitten vrird, 

oder die Punktpaare, in denen irgend zwei feste 
homologe Tangenten der krummen Projektivität von den 
Kurventangenten geschnitten werden. 

78. Involatlonsachse. Entspricht in einer krammen t3 
Projektivität f^"' ein Fnnkt seinem homologen zweifach, in 
Zeichen S S^ A . . Ä S, S A . ., so entspricht jed^ PnnktP»»> 
Beinern homologen zweifach, in Zeichen SS^AA^ .. /\ SjSA^A... 
Projizieren wir die Punktreibe 5 A Aj . . ans S, (Fig. 58) 
and die projektive Punkt- ^-^ 

reihe 5, A, A . . ans S, so , ^^' 

erhalten wir die pro- y*^ir\ c 

jektivenC'-' Strahlen- "^'/^\~~^-~-^ 

büsehel S, (S A A, . .) a — j^./-.-.-\^.\~:2::=:^ 

S (S, A, A . .). Die homo- 1 / "^ / ^A...'-'-''''''''^ 

logen Strahlen schneiden c^i / .„--n'^ 

sich in den Punkten der j/ /^^-^--''''^ / 

Projektionaachse p'^*', die Li^^^^'^^ / 

also hiemach die Ver- *i'i^ / 

bindnngalinie zweier Dia- \ / 

gonalpunkte des Kurven- j\ / 

Vierecke 5 Sj A A^ ist. Die ] ^ — . .^ 

Tangenten a und «^ in ^ ^_ 

den homologen Punkten A 

und A^ schneiden sich daher in einem Punkte von p(°^!. 

Nennen wir p jetzt nicht mehr Projektionsachse, sondern 

IwoduHan^adise, so haben wir den 

Lehrsatz: Die Schnittpunkte der Tangenten in den 

fiomologen Punkten einer krummen Involution liegen in 

einer Gerade, der Involutionsachse. 

79. Involutionszentrum. Die der krummen Punkt- n 
projektivität Ä A A^ . . 7\ ä^ A^ A . . zugeordnete t'*» Strahlen- 
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projekÜTität >a a^ . .'/^Sj^a^a . . ist ebenfalls in involn- 
torischer Lage '"■'. Schneiden wir die Tangenten » c a^ . . 
durch Sj und t^a^^a . , dnrch s, so erhalten wir die beiden 
. projektiven''"'' geraden Punktreihen Sj {sacij ..)~/\s{ß^ a^ «..), 
Die Verbindongslinien homologer Punkte dieser in s^ nnd « 
liegenden projektiven Panktreihen gehen durch das Pro- 
jektionszentnun ('*) oder, wie wir hier sagen wollen, durch 
das Involutionszetürum P, das also hiernach der Schnittpunkt 
zweier Diagonallinien des Eurvenvierseits sxj^aa^ ist Da 
der Schnittpuukt zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits 
« a, o o, ein Diagonalpunkt des zugeordneten Kurrenvierecks 
5 S, A A^ ist '*", so geht auch die Verbindungslinie A A^ 
durch F. Weil A und A^ zwei beliebige homologe Punkte 
unserer krummen Inrolatioa sind, so haben wir den 

Lehrsatz: Die Verbindimgslinien homdoger Punkte 

einer hemmen Invohtdon gehen durek eifien Punkt, das 

Tnvolutionszmtrum . 

x> 80. VleFeck und Vlepselt einer kminmen Involution. 
Die beiden vorhergehenden Sätze''*"''*' bUden die Grund- 
lage der in § 7 folgenden Polarentheorie; wir sprechen 
sie deshalb noch in einer zweiten, für die spätem An- 
wendungen bequemem Form aus. 

In Nr. 79 sahen wir, dafs der Diagonalpunkt, durch 
den die Gegenseiten S S^ und A A^ des Kurvenvierecks 
SSj A A^ geben, das Involutionszentrum ist, nnd in Nr. 78, 
dafs die Verbindungslinie der beiden andern Diagonalpnnkte 
die InvolutionsacIiBe ist. Da nun S S^ und A A^ zwei be- 
liebige Punktpaare misercr krunmien Involution sind, so 
ergiebt sich: 

1. Je zwei Pnnktpaare einer krummen Involution 
bilden ein Knrvenviereck, von dem ein Diagooalpunkt 
das Involutionszentrum ist, während die beiden andern 
Diagonalpunkte in der Involntionsachse liegen. 

In Zeichen : Ist 5 Äj . A Aj irgend ein Wurf der 
krummen Involution, so ist der Schnittpunkt (SS^)(AA^) 
das Involutionszentrum und die Verhindimgslinie von 
[S A) (Sj A,) und (5 AJ (S^ A) die Involutionsachse. 
Femer sahen wir in Nr. 79, dafs der Schnittpunkt 
zweier Diagonallinicn des Enrvenvierseits ssj^aa^ das 
InvolutioDszentram ist, und in Nr. 78, dafs sieh die Seiten 
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a und a^ (and ebenso g nnd s^) in einem Punkte der 
Involntionaachse schneiden : 

2. Je zwei Tangentenpaare einer kmmmen Involntion 
bilden ein Karvenvierseit, von dem eine Diagonallinie 
die Involntionaachse ist, während die beiden andern 
dnrch das Involiitionszentriini gehen. 

In Zeichen: Sind ss^.aa^ die irgend einem Wurf 
der krummen Involution zugeordneten Tangenten, so 
ist die Verbindungslinie (s s^) (a a^) die Involntionsacbse 
und der Schnittpunkt von (s a) («^ a^) und (s o^) (s^ a) 
das Involutionazentrum, 

Zusatz. Ist die krumme Pnnktinvolntion hyper- z 
bolisch ''^j so ist die Verbindungslinie ihrer Ordnnngs- 
pnnkte die Involutiousachse nnd der Schnittpunkt ihrer 
Tangenten iaa Inrolntionszentrum. — Ist die krumme 
Involution parabolisch, so ist der Ordnungepunkt das 
Involntionszentmm und seine Tangente die Involutions- 
achse "* ^*. 

Die erste Bemerkung kann man zur Eonetraktion der 
Ordnungselemente einer geraden Involution benutzen. Ist 
uns z. B. eine gerade Strahleninvolution aa^ .bb^ gegeben, 
so schneidet sie in einer beliebigen Gerade « eine Punkt- 
Involution aus. Projizieren wir diese aus irgend einem 
Punkte S einer beliebigen Kurve, so erhalten wir in S eine 
Strahleninvolution, die die Knrve in einer kmmmen Punkt- 
involutiou schneidet. Trifft die Achse dieser krummen 
Involution die Kurve, so hat die Involution zwei Ordnungs- 
punkte. Projizieren vrir diese aus S auf die Httlfsgerade s, 
so werden die erhaltenen Punkte aus dem Mittelpunkt des 
gegebenen geraden StrahlenbUschels durch die gesuchten 
Ordnungsstrahlen projiziert (vgl. 75). 

81. Die einer kpummen Involution zugeordneten si 
Sreraden Involutionen der Involutionsachse und des 
Involotlonszentnuns. Ans Nr. 77 haben wir noch einen 
Satz abzuleiten, indem wir die Projektivität zur Involution 
werden lassen. Der sich ergebende Satz wird seine Ver- 
wendung in der Theorie der konjugierten Involutionen (§ 8) 
jnden. — 

Projizieren wir eine krumme Involution aus irgend 
«mem Kurvenpunkte, so erbalten wir in diesem eine gerade 
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StrahleninvolotionC'»', die die Invointionsaehae wieder in 
einer Punktinvolntion schneidet. Diese Punktinvolution der 
Achse ist nnabhäDgig von der Wahl des Knrvenpnnkte8"'J. 
Ist nun SS^.A A, (Fig. 59} irgend ein Wurf der 
krmnmen Involution, so ist der SchDittpnnkt der GegenseitMi 
S S^ nnd A A, das Involutionszentmni P, während die 
Diagonalpunkte A und A^^, in denen sieh die Gegenseiten 



SA und S^ A|j SAj und S, A sehneiden, in der Involutions- 
achse p liegen'*"''. Projizieren wir die krumme Involution 
aus S, so liefern die Strahlen £ A und S A^ die beiden 
homologen Punkte A nnd A^ der in der Involutionsachse 
liegenden Involution. 

Sehneiden wir femer die der krummen Punktinvolution 
zugeordnete*'*' krumme Strahleninvolution durch irgend eine 
Tangente, so erhalten wir in dieser eine gerade Pnntt- 
involution("'>, die aus dem Involutionszentrum wieder durch 
eine Strahleninvolution projiziert wird. Diese Strahleninvolu- 
tion ist unabhängig von der Wahl der Kurventangentel"*', 

Wählen wir die Tangente s, so werden «a und so, 
ans dem Involntionszentmm P durch zwei homologe Strahlen 
der in P induzierten Involution projiziert. Der Schnittpunkt 
sa liegt aber'*» in der Diagonallinie PA^ des Kurven- 
viereeks S 5j A A, und der Schnittpunkt *a^ in der Diagonal- 
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linie PA. Die beideu homologen Strahlen der Strahlen- 
inrolution des Involationezentrums gehen also durch homologe 
Punkte der Pnnktinroltition der Involntionsachse: 

ZHe durch dne lerumme Involution in der Involviions- 
achae induzierte Panklinvolution ist ein Schnitt {liegt -per- 
gpektiv zu) der im Involutionszentrum induzierten StraJden- 
involution. 
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82. Die einem Punkte zugeordnete kpumme In- e» 
TOlutlon. Ist P ein beliebiger Punkt und sind S S, and 
A A, irgend zwei Pnnktpaare der Kurve, deren Verbindungs- 
linien durch P gehen, so ist P das Zentrum der durch den 
Wurf S 5^ . A A, bestimmten*''*^ krummen Involution'"*. — 
Sind A und A, irgend zwei Punkte, deren Verbindongslinie 
durch P geht, so sind A und A, auch zwei homologe Punkte 
unserer Involution S 5^ . A A, ; denn die Gerade, welche den 
Punkt A mit seinem homologen verbindet, geht durch /^'*> 
und die Grcrade PL schneidet die Kurve zum zweiten Male 
in A/'*'. 

Wir finden also den einem Punkte A homologen Punkt 
Aj, iitdem wir PL ziehen und den zweiten Schnittpunkt dieser 
VerMndungdinie mit der Kurve bestimmen. Die SO vermittelst 
des festen Punktes P konstruierte Involution wollen wir die 
dem Punkte P zugeordnete krumme Involution nennen: 

Jedem Punkte P ist eine krumme Punktinvolntion 
zugeordnet, deren Zentrum der Punkt P ist. 
Zusatz. Gehen durch den Punkt P zwei Tangenten, so z 
ist nach unserer Konstruktion der Bertlhrungspuukt jeder 
Tangente ein sich selbst homologer Punkt, d. h.'^''<> ein 
Ordnungspunkt : 

1. Einem Punkte P, durch den zwei T^genten 
gehen, ist eine hyperboli8ehe<'*«' krumme Involution zu- 
geordnet, deren Ordnungspunkte die Berührungspunkte 
der beiden Tangenten sind. — 

Ist P ein Kurvenpnnkt, so ist nach unserer Konstruktion 
dem Punkt P jeder Punkt, auch der Punkt P selbst, homo- 
log, so dafs unsere Involution einen Ordnungspnnkt hat: 
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2. Jedem KniVenpunkt P ist eine parabolisehe'^W 
kTnmme Involntion zageordnet, deren Ordnimgspnnkt 
der Punkt P iat. 

'S 83. Die einer Gerade p zugeordnete kruimne Punkt- 
Involution. Ist p eine beliebige Gerade und sind s «^ und 
a «j irgend zwei Tangentenpaare der Kurve, deren Schnitt- 
pmikte in f liegen, so iat p die Achse der durch den Wurf 
ss^.aa^ bestimmten''^*' krummen Involutionf ^>. — Sind 6 
und dj irgend zwei Tangenten, deren Schnittpunkt in p liegt, 
80 aind S und 6^ auch zwei homologe Strahlen unserer In- 
Tolntion s Sj . « «i ; denn der Punkt, in dem der Strahl d von 
seinem homologen geschnitten wird, liegt in p*''^' nnd durch 
den Punkt p ö geht die Tangente d^*'^'. 

Wir finden oho die einer Tangente S homologe d„ indem 
tcir p S bestimmen und durch diesen Schnittpunkt die zweite 
Tangente legen. Auf die angegebene Weise können wir ver- 
mittelst der festen Gerade p eine Tangenteninvolntion kon- 
atrnieren. Die von den Berührungspunkten dieser Tangenten 
gebildete PunktinvolutionC') wollen wir die der festen Ge- 
rade p zugeordnete krumme Punktinvolution nennen: 

Jeder Gerade p iat eine krumme Punktanvolution 
zugeordnet, deren Achse die Gerade p ist. 

z Zusatz. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei 
Punkten, 60 ist nach onaerer Konstruktion die Tangente 
jedes Schnittpunktes ein sieh selbst homologer Strahl, der 
Berührungspunkt also ein sich selbst homologer Punkt der 
konjugierten Punktinvolution: 

1. Einer Gerade p, die mit der Kurve zwei Punkte 
gemeinsam hat, ißt eine hyperbolische krumme Punkte 
involntion zugeordnet, deren Ordnnngspmikte die Schnitt- 
punkte sind. — 

Ist p eine Kurventangente, so iat nach unserer Kon- 
struktion der Gerade p jede Tangente , auch p selbst, 
homolog, so dafs unsere Tangenteninvolution mie Ordnungs- 
tangente, die zugeordnete krumme Punktinvolution also einen 
Ordnungapnnkt hat: 

2. Jeder Eurventangente p ist eine parabotisehe<''J 
krumme Punktinvolution zugeordnet, deren Ordnnngs- 
pnnkt der Berührungspunkt der Tangente p iat 
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84. Pol and Polare. Wir haben in allei ÄaafUhrlicbkeit m 
gezeigt, dafs mit einer knimmen Punktinvolution ein Punkt 
F, das InvolutionszentrumC*', nnd eine Gerade p, die In- 
TolntionsacIiseC*!, verbmiden ist und femer, dafs auch um- 
gekehrt mit jedem Punkte i^**' und mit jeder Gierade p<*" 
eine krumme Punktiuvolution verbunden ist. Es ist iilso 
aucb mit jedem Punkte P eine bestimmte Gerade und mit 
jeder Grerade p ein bestimmter Punkt verbunden. Für die 
folgenden Anwendongen nun ist es vorteilhaft, diesen Zn- 
sammenhang zwlseben Punkt ond Gerade [scheinbar] los- 
zolösen von dem vermittelnden Begriff der ^nunen Pnnkt- 
involution, um [wenigstens in Worten] einen direkten 
Zusammenhang zwischen Punkt und Gerade heizuetellen. 
Diesem Zwecke dienen die folgenden beiden Definitionen. — 

Da eine Involution durch zwei Elementenpaare bestimmt 
ist<"<i, Bo kann es weder zwei Punkte noch zwei Geraden 
geben, die dieselbe krumme Punktinvolntion erzeugen'** " **' ; 
wohl aber kann ein Punkt dieselbe Involution erzengen wie 
eine Gerade. 

1. Definition: Die Gerade, welclte dieselbe krumme 
PunktinvoluUon erzeugt wie der Punkt P, }ieifet.die Polare 
des Pwakm P. 

2. Definition: Der Punkt, der dieselbe krumme Punkt- 
involution erzeugt wie die Gerade p, keifst der Pol der 
Gerade p. 

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort der 

3. Lehrsatz: Der Punkt P ist der Pol der Gerade 
p, wenn p die Polare von P ist, oder 

Die Gerade p ist die Polare des Punktes P, wenn 
P der Pol von p ist; 
nnd femer: 

4. Die Inrolntionsaehse ist die Folu« des Involntions- 
zentrums oder 

Das Involntionszentmm ist der Pol der Involutions- 
achse. 

85. Poldreleek. Ans vier Kurvenpunkten Ä A B f lassen 86 
dich drei krumme Würfe'^" bilden : AA-BT; AB. TA; 

A r . A B. Jeder Wurf bestimmt eine krumme Involution'"»* ; 
Ton der ersten z. B. ist der Diagonalpunkt J'= (A A) (B T) 
das InvolntionszentiDm und die Verbindungslinie der beiden 

BB(«i, Bb«H OMDctria in lug», 7 
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andern Diagonalponkte die Inrolntionsachse'^tX Von dem 
Knrvenviereek i A B r ist daher(**J jeder Diagonalpankt der 
Pol der gegenttberliegeoden Diagonallinie. Nennen wir ein 
Dreieck, dessen Ecken die Pole ihrer Gegenseiten sind, ein 
Poldräeck, so kOnnen wir das Ergebnis kurz so ansspreohai: 

1. Das Diagonaldreieck jedee Knrvenviereek» ist ein 
Poldreieck. 

Ebenso ergebt sieh'*^': 

2. Das Diagonaldreiseit jedes KTurenvierseits ist 
ein Poldreieek. 

« 86. Punkte, die in der Polare ll^en. Ist P der 
Dia^onalpnnkt (S5,)(AA,) des Korvenviereeks SÄ^AAj 
(Fig. 60), mit andern Worten, ist P das Zentmml»*' der 
durcb S Sj . A A, bestimmten krammen Involution, so liegen 
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die beiden andern Diagonalpnnkte in der InTolntionsachse'^'', 
also*"^ in der Polare p von P. — Schneidet p die Seite 
A A, in i7, so ist f^ von P durch A und A^ h^monisch ge- 
trennt*^). — Die Tangenten a nnd a^ in A and A^ schneiden 
sich in einem' Punkte T von pi'*>. — Wir haben also den 
Lehrsatz; In dtfr Polare anes Punktes P liegen 

1. zwei Dtagonalpwikte jedes Kurvenvierecks, dessen 
dritter Diagimalpunkt P ist; 

2. jeder Punkt U, der durch zwei Kurvenpwtkte, deren 
Verbindungslinie durch P geht, von P hartmmitch ge- 
trennt ist; 

3. jeder Punkt T, tn dem sich zusei Tangenten schneiden, 
deren Berührungspunkte mit P in einer Gerade liegen. 
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Zusatz. Gehen durch den Pnnkt P zwei Tangeuten z 
der Kurve, so iet ihm eine hyperbolische Involution <** ^ '> 
zugeordnet; die Verbindnngslinie der Ordnungspunkte ist die 
Achse der hyperbolischen luTolntioni"'' ^>, alaol**"' die Polare 
von P: 

1. Gehen dwrch einen Punkt P zwei Tangenten, so 
Uegen die Berükmnggpunkte dieser Tangenten in der 
Polare von P. — 

Ist P ein Kurvenpankt, so ist die zugeordnete Involution 
paraboliBch'*^^*'; die Involutionsachse einer paraboÜBchen 
Involution ist die Tangente*^" ^' : 

2. Die Polare eines Kurvenpttnktes ist sein« TangeiUe. — 

3. Jeder Pnnkt, der in seiner Polare liegt, ist ein 
Kurvenpnnkt. 

Wäre P nicht ein Punkt der Kurve, so wUrde die 
Gerade, welche P mit einem beliebigen Kurvenpunkt A ver- 
bindet, die Kurve noch in einem zweiten"*', von P ver- 
schiedenen Punkt A^ sehneideit; die Polare von P müfste 
dann durch den von P durch A und A^ harmonisch ge- 
trennten Pnnkt U gehen**''', während sie doch durch P geht. 

87. Geraden, die durch den Pol grehen. Ist p die « 
Diagonallinie (ssJ){aa^) des Knrvenvierseite sa^ aa. (Fig. 61), 
mit andern Worten ist p die Achse '^*' der durch die Be- 
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rtlhrungspunkte SS^.Kh.^ bestimmten Involution, so gehen 
die beiden andern Diagonallinien durch das Involntions- 
zentrum***-', also'^W durch den Pol P von p. — Wird P aus 
der Ecke a a, durch u projiziert, so ist u von p dorch a 
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nnd a^ harmonisch getrennt*^'«'. — Die BerObrnnppiinkte 
der Tangenten a nnd a, liegen in einem Strahle ( von Pt"'. 
,^ — Wir haben alao den 

Lehisatz: Durch den Pol mner Gerade p gehen 

1. zwei Diagonallinien jedes Ku/rvenvierseits, dessen 
dritte DiagonaUinie p ist; 

2. jede Gerade U, die durch sioei Tangenten, deren 
Schnittpunkt in p liegt, von p harmonisch getrennt ist; 

3. jede Gerade t, die zwei Kurvenpunkte verbindet, 
deren Tangenten sich in einem Funkte von p schneiden. 

z Zusatz. Sehneidet die Gerade p die Kurve in zwei 

Punkten, so ist ihr eine hyperbolische Involution'^ ^ ^l zu- 
geordnet; der Schnittpnnkt der Tangenten in den Ordnnngs- 
pnnkten ist das Involutionszentrnm'^" ^', also'***' der Pol von p : 

1. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei Punkten, 
so gehen die Tangenten dieser Schnittpunkte durch den 
Pol von p. — 

Ist p eine Tangente, eo ist die zugeordnete Involntion 
parabolisch ('ä^*l; das Inyolationszentrum einer parabolischen 
Involution ist der Berührungspunkt von p'-^'^ ^ : 

2. Der Pol einer Tangente ist ihr Berührungspunkt. 

3. Jede Gerade, die durch ihren Pol geht, ist eine 
Tangente (vgl. 86 Z 3). 

» 88. Konstruktion der Polare. Die Polare eines 
Punktes P finden wirf««) 

1. vermittelst eines Knrvenvierecks , dessen einer 
Diagonalpnnkt P ist: indem wir die beiden andern 
Diagoualpiinkte verbinden; 

2. vermittelst zweier Pnnktpaare S S^ und A A, , deren 
Träger durch P gehen: indem wir die von P durch diese 
beiden Pnnktpaare harmonisch getrennten Punkte mit ein- 
ander verbinden; 

3. vermittelst zweier Tangentenpaare s »^ und a o, , 
deren Berührungspunkte mit P in einer Gerade liegen: in- 
dem wir die Schnittpunkte dieser Tangentenpaare mit ein- 
ander verbinden. 

» 89. Konstruktion des Pols. Den Pol einer Gerade p 

finden wir*®" 
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1. vermittelst eines Kurrenvierseits, dessen eine Diagonal- 
linie p ist: indem wir den SclmittpnDkt der beiden andern 
Diagonallinien bestimmen ; 

2. vermittelst zweier Tangentenpaare sg^ nnd aa^, 
deren Sebnittpnnkte in p liegen: indem wir den Schnitt- 
punkt der dorch diese beiden Tangentenpaare von p har- 
monisch getrennten Geraden bestimmen: 

3. vermittelst zweier Pnnktpaare 5 5, nnd A A^, deren 
Tangenten sich anf p schneiden : indem wir den Scbnitt- 
Pnnkt der TrHger dieser beiden Pimktpaare bestimmen. 

90. iDToIutorisehe Lage von Pol und Polare. » 

1. Lehrsatz: Ist P ein beliebiger Pcnkt und Q 
irgend ein Pnnkt seiner Polare, so läfst sich stets ein 
Knrvenviereck zeichnen, von dem P und Q zwei 
EHagonalpmikte sind nnd von dem eine Ecke in den 
beliebigen Knrvenpnnkt S fällt. 

Lösung : Wir verbinden den beliebigen Enrveupnnkt S 
(Fig. 62) mit P nnd den Pnnkt 5^, in dem diese Ver- 
bindmigslinie die Kurve zum zweiten Male schneidet, mit Q. 
Schneidet Q S, die Karve zum zweiten Male in A, so ziehen 
wir noch A P nnd bezeichnen den zweiten Schnittpunkt 
von AP und der Kurve durch A,. 

Da von diesem Kurvenviereck 
5 S, A A, nach der Konstruktion ^ 

P ein Diagonalpnnkt ist, so muCs / \ ^"^ 

jeder der beiden andern Diagonal- ^J Vfl X 

punkte in der Polare p liegen'^'"'; Z/^i^fcrr-^^ 

es mufs daher, weil 5, A die Polare " / /vM^^-^^^'"* 
in Q schneidet, SA^ durch Q geben, /^^^'"'"'^^ 

80 dafs 5 5, A A^ das verlangte -S",«^^^^^ 
Kurvenviereck ist. — ^s- '>i- 

Auch die Gegenseiten Ä' A und S, A^ des gezeichneten 
Kurvenviereeks sehneiden sich in einem Punkte R (Fig. 62) 
der Polare »(««.i; und da die Diagonallinie RP des Kurven- 
vierecks 5 S, A A, die Polare des gegenüberliegenden 
Diagonalpunktes Q isf^^>, so haben wir gleichzeitig zum 
Punkte Q die Polare, die Gerade P R, gefunden. Da Q 
ein beliebiger Punkt von P ist, so haben wir den 

2. Lehrsatz : IMe Polaren der Punkte einer Gerade 
gelten durch einen Punkt, dm Pol der Gerade. — 
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Halten wir (Fig. 62) den Ponkt P und den Pnnkt 5, 
tind mitliin aaoh S,, fest nnd lassen Q anf der Polare sicli 
bewegen, bo ist 

QAS{Q) = S,{K)my^S{k) = R = P{B). 

Der StrahlenbUschel P (iS) beschreibt also einen zu der 
PunktreÜie Q projektiven Strahlenbüseliel. Wenn Q in. R 
fallt, so fUlt A, in A, R also in Q. Der Strablenbtlschel 
P{R) nnd die Punktreihe Q haben also involntorisohe Läget"«*. 
Da P{R) die Polare von Q istl**', so haben wir: 

3. Dis Punkte einer Gerade wid die S^afUen ihres 
Pols lind involutoriseh auf einander bezogen, wenn man 
jedem PuTiMe der Gerade seine Polare zuweist. — 

Wir gehen jetzt nicht wie bisher von einer Gerade p, 
sondern von einem beliebigen Punkte P ans; a und b seien 
zwei seiner Strahlen und A und B die Pole von a und b. 
Ziehen wir die Verbindungslinie A B=p, so müssen, weil 
o und b die Polaren von A und B sind'^*«', die Polaren der 
Punkte ABC... der Gerade p durch P gehen"'^' und pro- 
jektiv a,a£ ABC... bezogen sein'"'''. Da demnach den 
Strahlen abc eines beliebigen Punktes P die Punkte einer 
Gerade p als Pole zugeordnet sind, so können wir den 
beiden vorbeigehenden Sätzen die folgenden hinzufügen: 

4. IHe Pole der Sirahlen eines Punktes tiefen in einer 
Gerade, der Polare des Punktet, 

5. Die Strahlen eines Pmiktes und die Punkte seiner 
Polare sind invUutorisch auf einander besagen, wenn man 
jedem Strahl des Punktes seine Polare zuwast. 

n 91. Die Pole eines krummen Strahlenbüsehels. Ist 
uns eine krumme Punktreihe, die wir kurz mit A* bezeichnen 
woUen, gegeben und aufseidem zwei projektive gerade 
Punktreihen A B C . . ./\ Ai B^^ C^ . . . in den Trägem « und 
«j, 80 vrissen wir, dafs die Polaren abc... der Punkte 
ABC... den geraden Strahlenbüschel S und die Polaren 
o 6j Cj . . . von A, Bj^Ci-.. den geraden Strahlenbüschel S^ 
büdeni»^ nnd dafs abc...^a^\c^. . . ist»"---»"'». Von der 
Verbindungslinie AAi^a ist der Schnittpunkt aa.^^ A 
der Pol'*'^, Da nun die Geraden aßy . . ., die die homo- 
logen Punkt« zweier projektiven geraden Punktreihen a uud 
s, verbinden, die Strahlen eines krummen Strahlenbüsehels 
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«'(«); nnd die Punkte ABT..., in denen sich die homologen 
Strahlen zweier projektiven geraden Strahlenbttsohel S nnd S, 
solineiden, die Ponkte einer krummen Ponktreihe S^ sind, 
ao haben wir den 

1. Lehrsatz: Die Pole der Strahlen eines kmmmen 
Bttsclielä bilden eine krumme Pnnktreihe. — 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt s s^ der Träger s 
nnd «j durch M, so ist die Polare von M=ss^ die 
Verbindungslinie S S^ = m'»«.). igt M^ der dem Punkte M 
in », homologe Punkt, also***' der Berllhrongsponkt des 
Strahles a^, und m, seine Polare, so ist m^ der dem Strahl 
S S^=^m homologe Strahl und dÄher<«) die Tangente in S^. 
Dem Berührungspunkte M^ von «, entspricht also die Ta&- 
geote Mj des Poles 5j. Da wir zur Konstruktion von s' 
statt des Strahles a^ jeden andern Strahl des krummen 
Büschels verwenden können'^'», so kOnuen wir dem vorher- 
gehenden Satze den folgenden hinzufügen: 

2. Die Polaren der Berflhnmgspnnkte des kmmmen 
Strahleabttsohels s^ sind die Tangenten der kmmmen 
Pnnktreihe S*. 

Zusatz, Man nennt die kmmmen Gmndgebilde s^ nnd z 
S* Polarßguren nnd die Konstruktion, durch die wir die, 
eine Figur ans der andern erhalten haben, Polarisation, 
Durch eine solche Polarisation erhalten wir zu jedem Satze 
einen dnaleD<'>. 

Wählen wir z. B. sechs Strahlen von n'^, so sind ihre 
sechs Pole Punkte von S*. Nehmen wir nun an, dafs der 
Satz des Pascal bewiesen wäre, so wttrde, vreil die Polaren 
dreier Punkte, die in einer Gerade (der Pascalschen) liegen, 
dnrch einen Punkt gehen'*""', ans unserer Polarisation der 
Lehrsatz des BrianehonC*' folgen. Die hier gelehrte Polari- 
sation berechtigt mtix also mr Verwendung des (feseUes der 
I>ualüät^''l 
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92. Konjuglepte Involution. Wenn der Punkt Q b* 

in der Polare p von P liegt, so geht die Polare q von Q 

dnrch P-^^K Wenn also ein Punkt Q in der Polare eines 

andern Punktes P liegt, so liegt auch dieser zweite Punkt P 
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in der Pol^u'e des ersten Punktes Q. Wir können denmack 
die folgende Definition anfstellen: 



1. Definition. Zwei Geraden 
hei/gen hinsichtlich einer Kurve 
konjuffiert, wenn die eine durch 
den Pol der andern geht, 

2. Sind zwei Geraden einer 
dritten konjugiert, so ist ihr 
Schnittpunkt der Pol der 
dritten Gerade (Definition). 

3. Eine Diagonallinie eines 
Knrvenvierseits ist jeder der 
beiden andern Diagonallinien 
konjugiert**'-!. 

4. Zwei konjugierte Ge- 
raden werden dnreli zwei 
Knrventangenten, die mit ihnen 
durch einen Pnnkt gehen, 
harmonisch getrennt <"•>. — 

Ist p eine beliebige Gerade, P ihr Pol und Q ein be- 
liebiger Punkt von p ; schneidet femer die {durch P gehende) 
Polare q von Q die Gerade j> in ^, so sind Q und R zwei 
koiyu^erie Puiite, P Q und P R zwei konju^erte Geraden. 
Lassen wir Q in der Gerade p sieh bewegen, so bilden Q und 
R zwei projektive Punktreihen in involutorischer Lagef**-': 
5. Die konjugierten Punkte, 5. IHe konjugierten Sirahlen, 

einer Gerade liegen, die durch einen Punkt geilen, 



1. Definition. Zwei Punkte 
heifaen hindcliäich einer Kurve 
konjugiert, wenn der dne in 
der Polare de» andern liegt. 

Hieraus ergieht sich: 

2. Sind zwei Punkte einem 
dritten konjugiert, so ist ihre 
Verbindungslinie die Polare 
des dritten Punkte s (D efiniti on) . 

3. Ein Diagonalponkt eines 
Kurvenvierecks ist jedem der 
beiden andern Diagonalpunkte 
konjugiert**''*. 

4. Zwei konjugierte Punkte 
werden durch zwei Kurven- 
punkte, die mit ihnen in einer 
Gerade liegen , harmonisch 
getrennt*'*''. — 



sind Punktpaare einer Int 
lution; diese Involution Imfst 
die konjugierte Punktinvolution 
der Gerade. 



sind Strahlenpaare einer Jnvo- 
lution; dieee Involution keifst 
die konjugierte Strahleninvo- 
lution des Punktes. 



6. Die konjugierte Punktinvolotion einer Gerade 
liegt perspektiv zu der konjugierten Strahleninvolntion 
ihres Poles. — 

Sehneidet die Gerade p die Kurve in einem Punkte K, 
80 ist die Polare von K die Tangente in Äi**^>; der 
Punkt K ist demnach sich selbst konjugiert, also ein Ord- 
nungspunkt <*'■' der konjugierten Involution von p. 
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Ist p die Tangente in K, so ftlllt die Polare von K 
mit p Zusammen***^'; jeder Punkt von p ist daher als dem 
Punkte K konjngiert finzasehen. Die koi^jugierte Pnnkt- 
involation einer Tangente iat daher parabolisch <^"" 



7. Jeder Eorvenpnnkt ist 
sich selbst konjngiert; er ist 
daher ein Ordnnngspnnkt in 
der konjugierten Involntion 
jeder dnreh ihn gehenden 
Gerade , insbesondere aach 
der Ordiiungsponkt der para- 
bolischen Involntion seiner 
Tangente. 



7. Jede Tangente ist sieh 

selbst konjngiert; sie ist da- 
her ein Ordnnngsstrahl in 
der konjugierten Involntion 
jedes in ihr liegenden Punktes, 
insbesondere auch der Ord- 
nnngsstrahl der parabolischen 
Involution ihres Berührungs- 
punktes. 



93. Elliptlsohe, hyperbolische und parabolische m 
konjugierte Inrolationen. Hat die kopjngierte Punkt- 
involation einer Gerade p zwei Ordnnngapunkte K nnd L, 
so heilst das"^'', K sowohl wie L liegt in seiner Polare; 
K und L sind daher l^* ^' Knrvenpunkte, d. h. die Gerade 
p schneidet die Kurve in K und L. 

Ist die konjugierte Involution von p parabolisch, so 
heifst das, die Polaren aller Punkte der Grerade gehen 
durch den Ordnoogspnnkt; dieser ist also der Pol der 
Gerade '*"''. Der Ordnnngspnnkt ist daher, weil er in seiner 
Polare liegt, ein Knxvenponkt <^* ^ und die Gerade p eine 
Tangente '*' ^>. 

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zosammen: 
Die Kurve erzeugt 
in jeder Gerade eine Iconju- 1 in jedem Punkte eine konju- 
gierte Punkünvolution. \ gierte Strahhninvolviion, 
Ist diese konjugierte Involution 
1. elliptisch, 
SO hat die Gerade keinen Punkt 1 so geht durch den Punkt keine 
mit der Kv/rve gemeinsam; \ Tangente; 

2. hyperbolisch, 
so schneidet die Gerade die | so gehen durch den Punkt 
Kurve in swei Punkten; \ zwei Tangenten; 



ist die Gerade eine Tangente, j so Hegt der Punkt auf der 
Kurve. 
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A Anmerkung. Durch diesen Säte sind sämtlielie Geraden 

nnd Punkte in Beziehung znr Kmre gesetzt, während wir 
biß jetzt nur von solchen Geraden nnd Punkten etwas aus- 
zusagen wnfsteD C^', die die Kurve in einem Punkte schnitten 
oder von denen ans sich eine Tangente ziehen liefs. Da 
wir nmere fernem Sätze auf diese konjugierten Involu- 
tionen stutzen, ergiebt sich für uns nii^endwo das Bedllrfiiis, 
das ans der Algebra in die Geometrie eingedrungene Wort 
imaginär za gebranohen. 

H 94. Zwei Poldreiecke. Die Punkte A einer Gerade 
p und ihre Polaren a sind einander projektiv '*"'' ; die Po- 
laren a sehneiden daher jede Gerade p,™ einer zur Punkt- 
reihe A projektiven Punktreibe A,. Da A und A^^ ein- 
ander konjugiert sind<*''>, so können wir sagen: 



1. Zwei gerade Punktrdhen 

sind projektiv auf einander 
bezogen, wenn man den Punkten 
der etnCTi die ihnen konjugierten 
der andern zuweist. — 



1. Zwd gerade StrafUen- 
büackel sind projektiv auf ein- 
ander bezogen, wenn man den 
Strahlen des einen die ihnen 
konjugierten des' andern zu- 
wäst. — 

Ist PQS ein Poldreieok ««) und P, Q^ R^ ein zweites 
Poidreieek, so läfst sieh beweisen, dafs die Punkte QB Q, Ä^ 
aus P und P^ durch projektive Strahlengmppen projiziert 
werden. — Da nach der Definition R der Pol von P Q ist, 
so sind P(Q) und P^iE) konjugierte Strahlen <"■>. Ebenso 
sind P(Ii) und P,(Q) konjugierte Strahlen nnd ferner i'(Qi) 
und P^ (Äj), P{Mj) nnd f\ (Q,)j mithin 
PiQUQ, Ä.) '".) ÄP.iRQÜ, Q,) (''») äP,[QR Q. -K.), 
d. h, die sechs Punkte PQRP^Q^R^ liegen in einer 
Kurve <«). 

Da die Seiten der beiden Poldreiecke die Polaren ihrer 
Gregenecken sind, so ergiebt sieh ebenso, dafs die sechs 
Seiten einem krummen Strahlenbüschel angeboren: 

2. Die sechs Ecken zweier Poldreieoke gehören 
einer krummen Punktreibe, ihre sechs Seiten einem 
krummen Strahlenbllsobel an 
oder 

Es giebt immer eine Kurve, der zwei beliebige 
Poldreiecke eingeschrieben sind, nnd eine zweite Kurve, 
der die beiden Poldreiecke umgeschrieben sind. 
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95. Eonjngrlepte Punkte und Strahlen In den Selten ss 
and Ecken eines Dreiecks. Ist ABC (Fig. 63) ein be- 
liebiges Dreieck nnd A, der Punkt der Seite B C, der der 
Oegenecke A konjugiert ist; ^ 

sind femer B^ und C, die i% 

Punkte der Seiten CA und 
A B, die den G«geuecken B 
und C konjugiert sind, so 
soll bewiesen werden, dats 
A^ B^ C^ in einer Gerade 
liegen. 

Wenn die Polare a des 
Punktes A, die duroh A, 
geht, die Seite CA in E ^^ ,3 

und die Seite A B ia F 

schneidet, so sind den Ponkten ACBj^E die Punkte 
FC^BA konjn^ert: 

ACB^E '".) Ä F C, B ^ («' X ^ -B Ci F. 

Es geht daher *^*> B^ C^ durch den Schnittpunkt A^ von 
BCmAEF: 

1. Die Funkte in den Seiten eines Dreiecks, die 
den Gfegenecken konjugiert sind, liegen in einer 
Grerade. — 

Sind femer b und c (Fig. 63) die Polaren der Ecken 
B und C des Dreiecks ABC, so bilden die drei Polaren 
d & c ein Dreieck, dessen Seiten die Seiten des Dreiecks 
AB C m drei Punkten A^ B^ C^ schneiden, die, wie wir 
eben bewiesen haben, in emer Gerade liegen. Die beiden 
I>reiecfceA£C und abc haben dahert'W Perspektive Lage: 

2. Das Dreieck, das von drei beliebigen Pnnltteu 
gebildet wird, liegt perspektiv zu dem Dreiseit, das 
von den Polaren der drei Punkte gebildet wird. — 

Die Verbindungslinien homologer Ecken A und (6 c), 
B und (c a), C und {o h) gehen durch einen Punkt P '^'l. 
Weil nun {b c) der Pol von [B C) ist <»»•>, so ist A (b c) der 
Strahl von A, der der Gegenseite B C koigagiert ist; ebenso 
sind B{ca) und C{ab) die den Gegenseiten CA und AB 
konjugierten Strahlen: 

3. Die Strahlen in den drei Ecken eines Dreiseits, 
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die den Gegenseiten koDJngiert sind, gehen dorch 
einen Pnnkt. — 

Da A^ als Punkt von B C dem Pole b c von B C und 
femer dem Punkte A konjugiert ist, so ist A {b c) die Polare 
von Aj l»2t). Ebenso ist B [c a) die Polare von B^ : 

i. Der Punkt P, in dem sich die den Gegenseiten 

konjugierten Strahlen der drei Ecken eines beliebigen 

Dreiecks sehneiden, ist der Pol der Gerade, in der 

die drei Punkte der Seiten liegen, die den Gegenecken 

konjugiert sind. 

« 96. Satz von Hesse*^"'. Sind A und A^ (Pig. 64) irgend 

zwei konjugierte Punkte und ebenfalls B and B^, so erhält 

man, wenn man die Verbindungslinien 

ABt=p und A^Bj^=^p^ zieht, in p 

und Pj zwei projektive Punktreihen, 

wenn mau den Punkten von p die 

ihnen konjugierten von p, zuordnet *'*■'. 

Wenn die Polare des Schnittpunktes 

C von p und p^ die Gerade p in B 

und p^ in I>i schneidet, so ist dem 

Punkte C in p der Punkt D und in p^ 

"«■ "■ der Punkt D^ konjn^ert'**'': 

ABCDf^*^^ÄA^B^B^ Ci^'Ä^ A '^A- 

Da der Schnittpunkt C der beiden Träger sieh selbst 

entspricht, so sehneiden sich A B^ und A,Bia einem 

Punkte C, von D D^ '"', also n^') in einem dem Funkte C 

koiyugierten Punkte, Da AA^, B B^^ C C^ die Gegenecken 

des von p p, {A S,) (A^ B) gebildeten Vierseits sind, so läfst 

sich das Ergebnis so in Worte kleiden: ■ 

Sind «wei Ecken eines Vier- Sind zwei Seiten eines Vier- 
seits ihren Gegenecken hmja- ecke ihren Gegenseiten konju- 
giert, so ist auch die dritte gi^t, go ist auch die dritte 
Ecke ilirer Gegenecke konjugiert. Seiteihrer Gegenseite konjugiert. 
T 97. Poldreleck und Kuprenviepeck. Zu einem be- 
liebigen Punkte P und irgend einem Punkte Q seiner 
Polare p haben wir, ausgehend von einem beliebigen Enrveu- 
punkte 5, in Nr. 90, ein Kurvenviereek gezeichnet, von 
dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind. Mit Hülfe des 
Begriffes der konjugierten Punkte können wir den Säte 
Nr. 90, nunmehr so aussprechen: 




§ 8. Konjugierte Involutionen. Nr. 96—97. 



109 



1. Wenn von eänem Kurven- 

vierseit zwei Geffenecken in der 
Gerade p liegen und eine dritte 
Ecke in der der Gerade p 
konjugierten Gerade q liegt, so 
liegt auch die Gegenecke dieser 
dritten Ecke in q. — Die 
iUnfte nnd sechste Ecke liegen 
in der Polare r von pq. 



1. Wenn von einem Kurven- 
viereek swei Gegenseiten sich 
in dem Punkte P achneiden 
V3id eine dritte Seite durch 
den dem Punkte P konjugierten 
Punkt Q geht, so geht auch 
die Gegenseite dieser dritten 
Seite durch Q. — Die fHnfte 
und sechste Seite gehen dnreh 
den Pol R von PQ '»«. 

Da durch die beiden konjugierten Pnnkte P and Q 
der Pol B ihrer Verbindungslinie PQ bestimmt ist, mit 
andern Worten, da dnreh zwei konjugierte Pnnkte ein Pol- 
dreieck bestimmt ist, so eigiebt die vorhergehende Kon- 
struktion, da/s es unendlich viele Kurvenvierecke giebt, von denen 
ein beUebiges Poldreieck ein Dtagonaldreieck ist. — 

An unsere Betrachtungen schliefsen wir die (sich selbst 
duale) 

2. Aufgabe: Eine Enrre zu zeichnen, von der ein 
Punkt, seine Tangente und ein Poldreieck gegeben ist. 
In Zeichen: Sa{PQ}i). 

Ist uns ein Punkt P, seine Polare p und ein Kurven- 
punkt S gegeben, so ist der von S durch P und p hta- 
moniseh ge^ennte Punkt S, ein neuer Knrvenpni^t '**^. 
Wir erhalten also aus den gegebenen Stücken sofort drei 




neue Knxvenpankte. — Ein aufmerksames Verfolgen der 
Fig. 65 ergiebt, wie man neue Knrvenpunkte nod durch 
sie die Kurve zeichnen kann. 
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Zur Übung i" *>: SSi A(Pp); SS, a(Pp);Saa^ {Pp); 
aa^a{Pp); Scc{Pp){Qq). 

» 98. Koi^ugleFte gerade und krumme Involution. 
Weil die Pnnkte einer Gerade p und die ihnen inrolatdrisoli 
ZQgeordneten einander projektiv sind'**"', so erhält man durch 
Projektion der homologen Punkte einer geraden Involution 
ans zwei festen Punkten S und S^ eine Korve k^*^'>. — 
Sind Q und R (Fig. 66) zwei homologe Punkte der gegebenen 
geraden Involution, die wir kurz durch p* bezeichnen wollen, 
90 Bchneiden aich S{R) uai S.(Q) 
in einem Knrvenpnnkt A und S{Q) 
und 5, (K) in einem zweiten Knrven- 
punkt A,. Weil Q und R zwei 
Diagonalpunkte des Kurvenvierecka 
S S^ A A^ sind, 80 sind sie kin- 
sichtlich A* konjugiert'*^'; die In- 
volution j5* ist also der gezeichneten 
(,j gj Kurve koiyngierf*"''. — Die Ver- 

bindungslinie A Aj schneidet S S. 
in dem dritten Diagonalponkt P, der von p durch S und 
S, harmonisch getrennt istt"">; P ist der Pol von Q Ä = j)'**''. 
Da« Ergebnis ist: 
1. Die Schnittpunkte der 
Slrahleti, welche die homologen 
Punkte einer geraden Punkt- 
invobttion p* aus zwei beliebigen 
Punkten S und Sj projisieren, 
bilden eine Kurve zweiter Ord- 
nung; dieser Kurve ist die In- 
volution p' konjugiert; der Pol 
des Trägere p ixt der von p 
durch S und S^ harmonisch 
getrennte Punkt, — 




1, Die Verbindungslinien der 
Punkte, in denen die homologen 
Strahlen einer geraden Strahlen- 
involution P* swet beliebige Ge- 
raden s und 8, schneiden, bilden 
eitlen StraklenbüschelzioeiterOrd- 
nung; diesem SlraklenbUschd tat 
die Involution P' konjugiert; die 
Polare des Strahlenmitülpunktw 
P ist die von P durch s und 8, 
harmonisch getrennte Gerade. — 
Zu derselben Figur, die wir hier benutzten, gelangten 
wir in Nr. 90, als wir nicht von der Involution p*, sondern 
von der Kurve k* und den beiden konjugierten Punkten P 
und Q ansagen. Aus der damals aufgestellten Kette von 
Perspektiven Gliedern kttnnen vrir die Umkehrongen des 
eben bewiesenen Satzes ablesen. Diese Umkehrongen sind 
zwar im Grunde nur eine Wiederholung der PolarensStze 
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TOD Nr. 90; es ist abet vorteilhaft, diesen Sätzen mit Hülfe 

des Wortes koigngiert ein nenee Gewand zu geben, da sie in 

diesem eich den spätem Anwendungen bequemer aupasBen. — 

Wa haben also die in der Kette perspektiver Gebilde^'*' 

«Ä«(«äS,(A)äS(A)K-R 

enthaltene Aussage mit Hälfe des Wortes konjugiert aus 
der Zeichensprache ins Deutsche zn übersetzen. 

Da Sj (A) und S(A) die Gerade p in den konjugierten 
Punkten Q nnd E sebneiden: 



2. Wir finden die konju- 
gierte Funktinvolntion einer 
beliebigen Gerade p, indem 
wir aug irgend zwei festen 
EDTTenponkten S und 5,, 
die mit dem Pole P von p 
in einer Gerade liegen, die 
Eurrenpankte auf p proji- 

nnd umgekehrt: 

3. Wir finden die Knrven- 
pnnkte, indem wir die homo- 
logen Punkte der konjugierten 
Involution emer beliebigen 
Gerade p aus irgend zwei 
Korvenpnukten 5 und S^ 
projizieren, die mit dem Pole 
T von p in einer Gerade 
liegen. 



2. Wir finden die konju- 
gierte Strahleninvolution eines 
beliebigen Punktes P, indem 
vrir die Schnittpunkte der 
Eurveutangenten mit irgend 
zwei festen Tangenten s und 
Sj, die sieh auf der Polare p 
von P schneiden, mit P ver- 
binden ; 



3. Wir finden die Knrven- 
tangenten , indem wir die 
PuÄte mit emander verbinden, 
in denen die homologen Strah- 
len der konjugierten Involution 
eines beliebigen Punktes P 
durch irgend zwei Tangenten 
s nnd 5, geschnitten werden, 
die mit der Polare p von P 
durch einen Punkt gehen. 
Da S{Aj) und S(A) durch die konjugierten Punkte Q 
und R geben nnd A und A^ mit P in einer Gerade V 



Die einem Punkte 
zugeordnete'**' krumme Punkte 
Involution vrird aus jedem 
Eurvenpunkt durch eine Strah- 
leninvolution projiziert, die 
perspektiv liegt zu der kon- 
jugierten geraden Punktin- 
Tolution der Polare p von P 
(Vgl. 77); 



4. Die einer Gerade p zu- 
geordnete'^*' Tangenteninvolu- 
tion wird von jeder Tangente 
in einer Pnnktinvolution ge- 
schnitten, die perspektiv liegt 
zn der koiyugierten geraden 
Strahleninvolntion des Poles 
2^ von PI 
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und umgekehrt: 

5. Die Strahleninrolution, 
durch welche die koigugierte 
gerade Punktinyolntioa eines 
Trägersp ans einem beliebigen 
Knrvenponkte projiziert wird, 
schneidet die Knrve in einer 
kmmmen PnnktinvolntioD , 
deren Zentrnm der Pol P 
von p ist. 

■> 99. Konjugierte Punlite in den Selten eines Kurven- 
viepeeks. Den vorstehenden Sätzen wollen wir noch eine 
andere, für manche Anwendungen sehr bequeme Form geben. 
— Von dem Knrvendreieek SS^k (Fig. 66 oder 62) sind 
S und A nach unserer KonstraktionC"'' zwei beliebige Punkte, 
während S^ durch die Bedingung bestimmt ist, daCs S S^ 
durch den Pol P von p geht. Wir haben daher: 



5. Die Punktinvolntion, 
welche die konjugierte ge- 
rade Strahleninvolntion eines 
Ponktes F in einer beliebigen 
Tangente ausschneidet, in- 
duziert eine krumme Strahlen- 
involution, deren Achse die 
Polare p von P ist. 



. Zwei Seilen eines Ki 
dreiecks sclmeiden jede Gerade, 
die der dritten Seite konju- 
giert ist, in ztoei konjttgierten 
Punkten. 



1. Zwei Ecken eines Kurven- 
terden aus jedem 
Puniie, der der driiten Ecke 
konjugiert ist, durch zwei kon- 
jugierte Strahlen projiziert. 



Unser Satz gilt auch fUr den Fall, dafs der Punkt A 
in den Punkt S W\t; nicht aber unsere Einkleidung, da wir 
in diesem Fall nicht wohl von einem Knrvendreieek sprechen 
können. Wir mQssen also, um unsem Satz vollständig aus- 
zusprechen, noch einen Zusatz machen. Da, wenn A in S 
fällt, A S^ die Gerade ist, welche S mit dem Pole P ver- 
bindet, so kennen wir sagen: 



2. Die Tangente und ein 
beliebiger Strahl eines Kurven- 
pnnktes schneiden jede Ge- 
rade, die dem beliebigen 
Strahl koi^ngiert ist, in zwei 
koiyn^erten Punkten. 

Femer; 

3. Jede Gerade, welche 1 
von zwei Seiten eines Kurven- 
dreiecks in zwei koi^u^erten | 



2. Der BerUhnmgspunkt 
und ein beliebiger Punkt einer 
Tangente werden aus jedem 
Punkte, der dem beliebigen 
Punkt der Tangente konju- 
giert ist, durch zwei konju- 
gierte Strahlen projiziert. 

3. Jeder Punkt, aus dem 
zwei Ecken eines Kurven- 
dreiseits durch zwei konju- 
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Pnnkten geschnitten wird, ist 1 gierte Strablen projiziert 
der dritten Seite koiyu- werden, ist der dritten Ecke 
giert*»«.). — j konjugiert. — 

Die letzten Sätze über das Dreieck benatzeo wir znr 
Ableitung eines Vierecksaatzes, — Schneidet die Gerade p 
die Seiten 'S A and <S, A des Emrendreieeks S S^k ia zwei 
konjugierten Pnnkten, so ist sie der Seite S S, konjugiert 
und schneidet daher die Seiten S B nnd S^ B eines zweiten 
Kurvendreiecks S S, B, das mit dem ersten die Ecken S 
und S^ gemeinsam hat, in zwei konjugierten Punkten. 
Fassen wir die beiden Kurrendreiecke S S A und S 5j B 
als ein Kurrenviereck S S, A B au^ so sind A S and A S, 
zwei anstolseDde Seiten dieses Vierecks und B <S, nnd B S 
die Gegenseiten dieser anstofsenden Seiten: 



Wenn zwei anstoßetuie 
Seilen eines KurvenviereekM eine 
Gerade in zwei konjugierten 
Punkten eclineiden, so schneiden 
avck die Gegenteüen dieser 
beiden anstoftenden Seiten die 
Gerade in zwei konjucfierten 
Funkten (vgl 215 Z). 



Wenn zwei anliegende 
Ecken eines Kurvenvierseils aus 
einem Punkte dure/i zwei kon- 
jugierte Sfra/Uen prc^iziert wer- 
den, so werden auch die beiden 
Gegenecken dieser beiden an- 
liegenden Ecken aus dem Punkte 
durch zwei konjugierte S^^den 
pTojiäert. 

100. Kurve dopch einen Punkt and zwei konjagrlerte lo» 
Involutionen. Soll jedes Pooktpaar einer geraden Wolution 
j* aus zwei Punkten bestehen, die hinsichtlich einer Kurve k* 
einander konjugiert sind, so wollen wir diese Bedingnng 
knrz dadurch ausdrücken, daTs wir sagen: Für eine Kurve 
ist eine konjugierte Involution ?* gegeben. Hat die Involn- 
tion Ordnnngsponkte, so sind diese Punkte der KuiTe(">, so 
dafs itlr diesen Fall unsere Bedingung gleichbedeutend ist 
mit der, dafs fUr die Kurve zwei Punkte gegeben sind. — 
Wir können demnach unsere Fondamentalan^abe'"': Eine 
Kurve zu zeichnen, von der fttnf Punkte gegebeir sind, ver- 
allgemeinem zu der 



Aufgabe: Eine Kurve zu 
zeichnen, für die ein Punkt 
und zwei konjugierte Punit- 
involuti&nen gegeben sind. 

In Zeichen: Sg^h*. 



Aufgabe: Eine Kurve zu 
zeichnen, für die mte Tangente 
und zwd konjugierte Strahlen- 
involufionen gegeben sind. 

In Zeichen: sG* H^. 



'. Bli(u OasBttri« in Ufa. 
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I. Der Kegelschnitt. 



Analyaia: Die Träger ^ mid A (Fig. 67) der gegebenen 
Involutionen g' und A* mögen sich in i/aehneiden nnd dem 
Pnnkte U möge In g- der Pnnkt G und in A' der Pnnkt 
B homolog sein; dann ist, weil die Polare von U sowohl 
dnrch den konjugierten Punkt G als auch durch den kon- 
jugierten Punkt II gehen mufs, die Gerade GH^u die 
Polare von f7(»=>); folglicli ist der von S durch U und u 
harmoniBch getrennte Pnnkt L ein zweiter Kurvenpunktf**^. 
— Die Verbindungslinie 5 B möge den Träger jr in C und 
die Kurve in dem noch unbekannten Punkte L^ schneiden; 
die Verbindungslinie L G möge den Träger A in r und die 
Kurve in dem noch unbekannten Punkte 5^ sehneiden. Von 




dem Knrvenviereck SS^L L^ gehen die beiden anstofsenden 
Seiten L S und X Ä^ durch die beiden konjugierten Punkte 
U und G von g^, die dritte Seite S i^ geht durch C; folglieh 
mnfs die vierte (noch unbekannte) Seite Sj L^ durch den 
dem Punkte C homologen Punkt (7, von g^ gehen'^'»'. Femer 
gehen die beiden anstoj^senden Seiten S L nnd 'S L^ durch 
die koiyngierten Punkte U nnd B von A*, die dritte Seite 
L 5j geht duroh F ; folglieh muTs die vierte Seite S, L, 
dnrch den dem Punkte r koiyngierten Punkt r^ von A' 
gehen. Die Knrveapunkte S, und X sind daher bestinimt 
als die Pnnkte, in denen L 6 und S B von Cj Tj geschnitten 
werden. — 
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Weil die Gerade g die Seiten LS nnd LS^ des Kurven- 
dreieoks LSS, in zwei konjugierten Pnnkten ü nnd G 
schneidet, so ist sie der dritten Seite konjngiert^''-', d. h.'"'' 
S S, geht doreh den Pol von ff; da ferner die Polare « von 
V durch den Pol von g geht'""-', so ist der Pnnkt (?j, in 
dem SS, die Gerade w sehneidet, der Pol von g; aus den- 
selben Gründen ist der Ponkt .ff,, in dem L L^ die Gerade « 
schneidet, der Pol von ä. — 

Da GG^ nnd BH, konjugierte Punkte von m sind"*»', 
so ist, weil eine Involution durch zwei Pnnktpaare bestimmt 
isf**^, durch unsere Konstruktion auch die konjugierte In- 
volution der Gerade w gezeichnet. 

Wir erhalten daheH**^ die Punkte der gesuchten Knrve, 
indem wir die konjugierte Involution 

g^=UG.CC^ ans S und Sj oder 
k* = UH. r r, aus L nnd L^ oder 
GG^.HB, ans S nnd i 
projizieren. 

Konstruktion: Schneiden die Geraden, welche den ge- 
gebenen Punkt S mit den Ecken S und U des Dreiecks 
U G B verbinden, die Gegenseiten g nnd u in C nnd Q, 
schneidet femer die Verbindungslinie C Q die Seite A in T, 
so ist der Schnittpunkt von G V und C^ P,, wie sieh zeigen 
wird, ein Knrvenpunkt. Bezeichnen wir diesen durch 5,, 
so sind die Schnittpunkte der Strahlen, welche 'S und S^ 
mit den homologen Punkten der Involution g^ verbinden, die 
Paukte der gesuchten Kurve. 

Beweis : Weil S Z7 und S^ ff, S C und S^ C^ homologe 
Punkte von g^ projizieren, so sind ihre Schnittpunkte X 
nnd L, Punkte der gezeichneten Kurve. — Wie das Viereck 
GBCr zeigt, ist Q von U durch S und L harmonisch 
getrennt*^'); GQ^u schneidet daher SS, in dem von ff 
durch S und S^ harmonisch getrennten Punkte^''' ffj, d. i. 
im Pole von g^^^'\ Da die Involution g^ der gezeichneten 
Kurve konjugiert i8t<"'>, so sind die homologen Punkte U 
und G emander konjugiert; G G^^u ist daher die Polare 
von U nnd sehneidet als solche den Träger h in dem dem 
Punkte U koqiQ^erten Punkte ff*'*''. 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs auch r dem Punkte fj 
koqjn^ert ist. Durch Projektion des harmonischen Wurfes 
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SL . UQ ans E erkennt man, dafs HQ^u die Gerade 
L L^ in dem von h durch L und L^ harmoniseb getrennten 
Punkte H^ schneidet. Weil der Pmikt H^ in u, der Polare 
von U, liegt, so geht seine Polare durch U nnd da sie 
femer dnrch den von H^ durch L nnd L^ harmonisch 
getrennten Pnnkt geht"««', so ist S, der Pol von h. Die 
Polare des in k liegenden Punktes f geht daher durch i?, i'W; 
aoTserdem geht sie durch den von T dnrch 5j nnd L har- 
monisch getrennten Pnnkt'^^"'; die Verbindnngalinie dieses 
Pnnktes mit fl, geht aber durch T^ <*"■>; V nnd V^ sind also 
zwei konjugierte Punkte"*'*. 

z Zusatz. Für die Änsftthnmg der Zeichnung ist noch 
zu bemerken, dafe die Diagonallinie des Kurvenvierecka 
SS^LL^, die den Gegenseiten SS^ und LL^ zugeordnet 
igte« ^), die Träger g nnd h in den Polen der Seiten S S^ 
nnd Ü, schneidet'^"*!, dafs unsere Konstruktion uns also 
auch die Tangenten*" ^'' in den Knireupunkten SS^LL^ 
liefert. 

A Anmerkung. Eine allgemeinere Lösung dieser Funda- 

mentalau%abe geben wir in Nr. 203 (vgl. auch 200). 

» 101. Der vierte sremeinsame Pnnkt zweier Kopreii. 
Die vorhergehende Konstruktiont"*^' lehrt zugleich ffir eine 
durch Sg^k^ gegebene Kurve den Pol von ^ (und A) finden: 
der Pol von g ist, wie wir sahen, der Schnittpnnkt T (in 
der vorigen Nummer nannten wir diesen Punkt Gj von 
5 S^ und u. Da wir diesen Schnittpunkt immer zeichnen 
können, so dürfen wir von jetzt an eine Kurve als gegeben 
ansehen durch Sg^ nnd T, also durch einen Puiäa, eine 
Involution und den Pol de» Trägers dieser Involution: Wir 
erhalten dann die Punkte der Kurve'"*^ indem wir die 
homologen Punkte der Involution g^ aus S und dem Punkte 
Sj projizieren, der von S durch g and T harmonisch ge- 
trennt ist. — 

Damit haben wir dieselbe Vereinfaehung vorgenommen 
wie in Nr. 56 Z. Nachdem wir dort gezeigt hatten, dafs 
man für eine durch fttnf Funkte S S^ A B T gegebene Kurve 
immer den Schnlttponkt T der in 5 nnd S^ gezogenen 
Tangenten konetmieren kann, durften wir eine Kurve als 
gegeben ansehen durch S S^ A und T. Beachten wir, dafs 
wir nach unserer jetzigen Äusdrncksweise T den Pol der 
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Gerade 55/"^) nennen würden und dafs <S nnd S^ als 
Ordnnngsponkte einer in ihrer Verbindnngslinie lie^nden 
Inrointion aufgefafst werden können (vgl, 100 Analygis), so 
erkennen wir, dafa Nr. 56 Z einen besondern Fall aneerer 
jetzigen Bemerkung ausapricht, — 



1. Zwei Kurven, die drei 
Punkte gemeinsam hohen, haben 
noch einen vierten Punkt ge- 
meinsam. 



1. Zwei Kurven, die drei 
Tangenten gemeinsam haben, 
vierte Tan- 



haben noch 
genie gemein: 
Konstruktion des vierten gemein- 
sameo Ponkt^ : Die erste Kurve sei 
dnrch die drei gemeinsamen Punkte 
S Ä, A (Fig. 68} and den Pol T von 
S Sj gegeben*"^^'; för die zweite 
Kurve sei T, der Pol von S S^. Ziehen 
wir nnn T T und projizieren die 
Punkte D und J>,, in denen diese 
Verbindungslinie die Seiten A S^ und 
A S des gemeinsamen Kurvendreiecks SS^k schneidet, ans 
S und S^, so erbalten wir^**' den vierten gemeinsamen 
Punkt Ä. — 




2. Z%od Kurven, die dnen 
Punkt uTid eine konjugierte 
Punktinvolution gemeinsam 
kabeti, hohen noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam. 



2. Zicd Kurven, die eine 
Tangente -und eine konjugierte 
Strahleninvolution gemeinsam 
/laben, haben nodi eine zweite 
Tangente gemeinsam. 



Konstruktion des zweiten gemeinsamen Punktes: Die 
erste Kurve sei dnrch den gemeinsamen Punkt 5 (Fig. 69), 
die gemeinsame Involadon <?* nnd den Pol T von g ge- 
geben; für die zweite Korve sei T^ der Pol von g. Der 
von S durch T und g harmonisch getrennte Punkt S, ist 
ein zweiter Punkt der ersten Kurve, 
deren Punkte wir erhalten, indem 
vrir aus S und Sj die homologen 
Punkte von g^ projizieren*'*''; ebenso 
erhalten vrir die Punkte der zweiten 
Knrve, indem wir die homologen 
Punkte von j* aus S und dem von S 
durch T. und g harmonisch getrennten 
Punkt ö, projizieren. Da nun die Verbindungslinien S^ S^ 
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and TTj sich in einem Punkte A von g sehneidenf*''"*, BO 
erhalten wir den zweiten gemeinsamen Punkt A, indem wir 
den Pnnkt A^, welcher dem Pmikt Ä ia g^ homolog ist, 
aus S projizieren; dem Strahl S Ä^ sind nämlieh die beiden 
zusammeiä'allenden Strahlen S, Ä nnd S, A zugeordnet. — 
Aus der Konstruktion ergiebt aieh nnniittelbar : 



, Drei Kurven, die einen 
Punkt und eine koqjogierte 
Punktinvolution gemeinsam 
Iiaben, haben noch einen 
zweiten Punkt gemeinsam, 
wenn die drei Pole des Trägers 
der konjugierten Involution 
in einer Gerade liegen. 



3. Drei Kurven, die eine 
Tangente und eine koqjngierte 
Strahleninvolution gemeinsam 
haben, haben noch eine zweite 
Tangente gemeinsam, wenn 
die drei Polaren des Mittel- 
punktes der konjugierten In- 
volution . durch einen Punkt 
gehen, 
k Anrnfftkimg. Der erste Lehrsatz ist ein besonderer Fall 

des zweiten. 
B 102. KQFTenbäBchel. Die Gegenseiten KK^ und LL^ 
eines Vierecks KK^LL^ wollen wir durch g und h be- 
zeichnen; ihren Schnittpankt, einen Diagonalpunkt des Vier- 
ecks, durch (/; die beiden andern Diagonalpunkte durch V 
und W; die Verbindungslinie VW durch w und die Punkte, 
in denen m von g und A gescbuitt^n wird, durch G und H. 
Da eine Kurve erst durch vier Punkte nnd die Tangente 
des einen dieser vier Pnnktel**^> bestimmt ist, so giebt es 
unendlich viele Kurven, die nnserm Viereck KK^LL^ um- 
geschrieben sind. 



, Definition: Der Inbegriff 
der Kurven, die einem Vier- 
eck umgeschrieben sind, heiTst 
ein KnrvenbUschel. — 



1. Definition: Der Inbegriff 

der Kurven, die einem Vier- 

seit eingeschrieben sind, heifst 

eine Kurvenschar. — 

Alle Kurven des Bttackels haben, weil sie das Kurven- 

viereck gemeinsam haben, folgende Eigenschaften gemeinsam: 

2. Die konjugierten Involutionen der Träger g und 

Ä sind durch die Ordnungspunkte K K^ und L L^ be- 

stimmfä.); 

die Diagonallinie u ist die Polare des Diagonal- 
es OiSM; 
4. die Diagonalpunkte V und W sind für alle 
Kurven des Büschels einander konjugiert*^*»'. 



§ 8- Eonjogierte loTotationen. Nr. 103—103. 
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Zusatz. Die Gegenseiten des Vierecks K K^LL^ z 
schneiden jede Gerade o in Punktpaaren einer Involution'*'^'; 
diese Involation soll kurz die Hauptinvolution der Gerade a 
heifsen (vgl. 134 A). Die Haoptinyolution der Diagonale 
«, die dnrch die OrdnEngspiuikte V und W bestimmt ist, 
soll znm Unterschied von den Übrigen die diagonale Involntloh 
heifsen (vgl. 133). Ein allgemeinerer Begriff des BUschels 
■wird sieh in Nr. 192 ergeben, — 

103. Lehrsatz des Desai^rnes. Wird eine beliebige ws 
Gerade a (Fig. 70) von irgend einer Kurve des BUschels in 
dem Punkte E und daher'"^' noch in einem zweiten Punkte 
F geschnitten, so läfet sieh, zeigen, dafs E und F zwei 




homologe Punkte der HauptinvolutionC"* ^' von a sind. — 
Projizieren wir die vier Knrvenpunkte LL^EF aus K und 
K^, 80 erhalten wir*'"' 

K{L L^EF)^ K^ (L X, EF). 

Bezeichnen wir also die Punkte, in denen a von KL, 
KL^, K^L, Ä, ij geschnitten wird, durch ABB^Ä^, so 
haben wir 

ABEFaB^A^EF'^*^^J{A^B^FE. 

Da der Punkt E dem Punkte F zweifach entspricht, 
so bilden die sechs Punkte ^^,.ß5^. .Ei*" eine Involution <*''i, 
mit andern Worten : E und F sind zwei homologe Punkte 
der durch AA^.BB^^ bestimmten <**•> Hauptinvolution von a. 

Wird eine Gerade a von 
einer Kurve des BSschels 
geschnitten, so sind die 
^hnittpunkte zwei homologe 
Punkte der Hanptpnnktin- 
volution von a. 



ch von emem 
Punkte A an eine Kurve der 
Schar zwei Tangenten ziehen, 
30 sind diese Tangenten zwei 
homologe Strahlen der Haupt- 
strahleninvolntion von A. 
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^ Anmerkung. Eine Verallgememeraiig dieses Satzes 

werden wir in Nr. 169 kennen lernen. 
M 104. Geraden, die durch die Gegenecken eines 
Vlerseits harmonisch getrennt sind. Geht eine Kmre 
dea Büschels durch den beliebigen Punkt A (Fig. 71) der 
Diagonale w, so sehneidet sie die Dia^nale, weil V und W 
zwei konjugierte Punkte 8ind(">^'>, zum zweiten Male in dem 
von A durch V und W harmonisch getrennten Punkte B <sw. 
Ist nun a eine beliebige durch A gehende Gerade, die die 
Knrre zum zweiten Mal in A schneidet, so können wir auf 
das Kurvendreieek A B A und die Gerade y den Satz Nr. 99^ 
anwenden; danach wird die Gerade g, weil sie dnreh den 
Pol U der Dreieck^eite AB^u ("'^>> geht, von A -4 und A 5 
in zwei konjugierten Punkten C und C, geschnitten. Da k 
ebenfalls durch den Pol 
U von A B geht, m wird 
h ebenfalls von kA und 
A S in zwei konjugierten 
Punkten f nnd Tj ge- 
schnitten. — Da wir von 
einem beliebigen Punkte A 
aasgingen und durch ihn 
eine beliebige Gerade A A 
legten, so sehen wir, dafs 
den drei Punkten Cr A^ 
in denen eine beliebige 
Gerade von den beiden Gegenseiten g und h und der Dia- 
gonale M geschnitten wird, in den konjugierten Involutionen 
von g und h und in der diagonalen Involution drei Punkte 
Cj Tj B homolog sind, die wieder in einer Gerade liegen. 
Da diese beiden Geraden durch die Punkte C f und C^ f^ 
bestimmt sind, so läfst sich das fkgebnis so anssprecheu: 




Fig. 71. 



1. Zwei Geraden a und a, 
die die Gegenseiten g und h 
in homologen Punkten C C, 
nnd r r, der konjugierten 
Involution schneiden, schnei- 
den die Diagonale u in zwei 
homologen Punkten A und B 
der diagonalen Punktinvo- 
lution. — 



1. Zwei Punkte -d nnd Aj, 
die aus den Gegenecken G 
nnd II durch homologe 
Strahlen c c, und y y, pro- 
jiziert werden, werden aus 
dem Diagoualpunkte U durch 
zwei homologe Strahlen a 
und b der diagonalen Strah- 
leninvolution projiziert. — 
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Weil A and A zwei Ftmkte sind, in denen eine Kurve 
des Büechels die Gerade a achneidet, so sind sie homologe 
Punkte der Hanptinvolntion von a "<">. Da die Gerade 
^1 ^1 ^"if welche wir der Gerade CV ^a zugeordnet 
nennen wollen, durch A geht, so haben wir den (in Nr. 134A 
za benutzenden) Satx: 



. Jede Gerade a wird von 
der ihr zugeordneten Gerade 
a, und der Diagonale u in 
zwei homologen Punkten 
ihrer Hauptinvolution ge- 
schnitten. 



2. Ana jedem Punkte A 
wird der zugeordnete Punkt 
A^ tmd der Diagonalpunkt 
tJ durch zwei homologe 
Strahlen der Hauptinvolution 
von A projiziert. 



Zusatz. Der erate Satz läfst aich vom Begriff der konjn- z 
gierten Involution und der Kurve loslösen. Die konjugierten 
Punkte (Fig. 71) C C^ (und r Tj) werden durch die Knrven- 
punkte KK^ (undü.) harmoniach getrennt'*^; ebenso die 
konjugierten Punkte v und W <"'2.> durch die Knrvenpnnkte 
A und B. Wir können also die drei Punkte C^ P, B auf- 
fassen als die von a durch KK^, LL^, VW harmonisch 
getrennten Punkte; unser Satz sagt dann aus, dafa diese 
drei Punkte in einer Gerade liegen. Da K K^^, LL^, V W 
die Gegeneoken des von KL, LK^, K^L^, L^ K gebildeten 
Vierseits sind, so haben wir den Satz: 

Die drei Geraden, die von 
einem beliebigen Punkte 
durch die Gegenseiten eines 



Die drei Ponkte, die von 
einer beliebigen Gerade dnrch 
die Gegene^en eines Vier- 
seits harmoniach getrennt 
sind, liegen in einer Gerade. 



Viereeka harmonisch getrennt 
sind, gehen durch einen 
Punkt. 

Wir geben für diesen Satz noch einen direkten Beweis. 
— Die Gegenecken des Vierseits seien K K^, L Zi„ V W, 
(Fig. 71), die beliebige Gerade a sehneide die Diagonal- 
linien in CV A, die ^ei von a doreh die Gegenecken ge- 
trennten Punkte seien C, Tj B. Wird die Gerade a von 
der Verbindungslinie C, r, in A geschnitten, so aind 
A (C C, . Z ffj und A (C Cj . X ij zwei harmonische Würfe, 
{o^lieb>^*^^A{CC^KLK^)'Ä/<{CC^K^L^K). Femer ist, 
weil die Gegenecken eines Vierseits ana jedem Punkte durch 
die homologen Strahlen einer Involution projiziert werden <"^): 
h(KLK^VW)^AiK,L^KW V), folglich »» ^> A (C C, 
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F TT) X A {C Cj W V), folglich A (C C, . VW) ein harmo- 
nischer Wuirf '*'*•'. Es schneiden fjso A C nnd A C, , d. i. 
C r und C, Tj, die Diagonale u in zwei von einander durch 
V nnd TT harmonisch getrennten Punkten '*'•'. Da C T die 
Diagonale in A schneidet, so gebt C, r, durch 5(^w. — 
Nimmt man den besondem Fall, dafs a mit der nnend- 
lich fernen Gerade <" zusammenßlllt, so sind C^ f, B die 
Mitten der Strecken KK„ LL^, FH'i^H Wir erkennen 
daraus, dafs unser Satz eine Verallgemeinerimg ist von 
einem Satz von Gaufs: Die Mitten der drei von den G«gen- 
eeken eines Vierseits begrenzten Strecken liegen in einer 
G-erade. 
A Anmerkung. Die allgemeinste Form dieses Satzes 

werden wir in Nr. 133 kennen lernen. 



§ 9. Elliptische und hyperbolische Punkte 
nnd Geraden. 

a 105. Elliptische, hyperbolische, parabolische Punkte 
und Geraden. In Nr. 93 haben wir gesehen, dafs eine 
Kurve i* in jeder Gerade eine konjugierte Punktinvolution 
nnd in jedem Paukt eine konjugierte Strahleninvolution in- 
duziert; diese konjugierten Involutionen konnten entweder 
elliptisch oder hyperbolisch oder parabolisch sein. Um die 
folgenden Sätze kurz aussprechen zu können, wollen wir 
uns folgender Bezeichnungen bedienen. 



1. Definition: Eine Gerade, 
deren konjugierte Punktin- 
volntion elliptisch {hyper- 
bolisch , parabolisch) ist, 
nennen wir eine elliptische 
(hyperbolische, parabolische) 
Gerade. 



1. Definition: Einen Punkt, 
dessen konjugierte Strahlen- 
involntion elliptisch {hyper- 
bolisch, parabolisch) ist, 
nennen wir einen elliptischen 
(hyperbolischen, paraboli- 
schen) Punkt. 



Der Inhalt von Nr. 93 lautet dann: 



2. Eine elliptische Gerade 
hat keinen Punkt, eine hyper- 
bolische Gerade hat zwei 
Punkte mit der Knrve ge- 
mein; eine parabolisehe Ge- 
rade ist eine Tangente, 



2. Durch einen elliptischen 
Punkt geht keine, durch einen 
hyperbolischen gehen zwei 
Tangenten; ein parabolischer 
Punkt ist ein Knrvenpunkt. 
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Da die konjugierte Involution einer Gerade perspektiv 
liegt zu der konjugierten Involution ihres Polee <*w, so 
haben wir: 

3. Jede Gerade hat einen | 3. Jeder Punkt hat eine 
gleichnamigen Pol. | gleichaanige Polare. 

106. Ecken und Seiten eines Poldpelecks. Sind lo 
A A B r vier beliebige Punkte einer Knrve, so lassen sich 
aas ihren drei krumme Würfe bilden («»'>: Ä A . B T, Ä B . r A, 
A r . A B. Nennen vrir den Punkt, in dem sieh z. B. die 
Verbindungslinien A A und B f schneiden, das Zentrum des 
Wurfes A A , B r, so sind die Zentren unserer drei WUrfe 
die Diagonalpunkte des von A A B r gebildeten Knrren- 
viereckg: P= (A A) {B V), Q = (A B) (f A), Ä ^ (A T) (A B). 

Jeder dieser Wllrfe wird aus einem beliebigen ftlniten 
Korvenpnnkte S durch einen gleichnamigen Strahlenwnrf 
projiziert'**''; der krumme Wurf AT. AB z, B., dessen 
Zentrum der Diagonalpunkt R ist, wird ans 'S durch den 
gleichnamigen Strahlenwurf S (A T . A B) projiziert. Die 
Strahlenpaare dieses Wurfes S (A f . A B) schneiden die 
Polare "'*'' P Q des Wurfeentrums R in Punktpaaren der 
konjugierten Involution (***• ; der Wurf 5 (A T . A B) ist also 
der konjugierten Involution von P Q gleichnamig '"Sii. Diese 
konjugierte Involution von P Q ist aber, weil R der Pol 
von P Q ist, der konjugierten Strahleninvolntion von R 
gleichnamig (">*''; also ist auch der krumme Wurf AT. AB 
der konjugierten Strahleninvolution seines Zentrums M gleich- 
namig; 



1. Das Zentrum eines krum- 
men Punktwurfes ist ein dem 
Wurfe gleichnamiger Punkt. 

Hieraus ergiebt sieh '^^': 

2. Das Zcntrum^^^) einer 
krummen Punktinvoluti<m ist 
ein der Invobttion gleichnamiger 
Punkt, — 

Von den drei Würfen, die sieh aus vier Eurvenpunkten 
A A B r bilden lassen, sind immer zwei hyperbolisch und 
einer elliptisch (*'"'. Da von diesen drei Würfen die Dia- 
gonalpunkte des Kurvenvierecks die Zentren sind, so er- 



1. Die Achse eines krum- 
men Strahlenwurfes ist eine 
dem Wurfe gleichnamige 
Gerade. 

2. Die Äelise einer krummen 
StraJäeninvotution iet eine der Jn- 
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giebt sich ans dem ersten der eben bewiesenen Sätze der 
folgende: 



, Von den drei Diagonal- 
pnnkten eines Knrvenviereeks 
ist immer einer ein eUiptiscber 
Pnnkt; die beiden andern 
sind hyperbolische Punkte. 



3. Von den drei Diagonal- 
linien eines Korvenviereeits 
ist immer eine eine elliptische 
Gerade; die beiden andern 
sind hyperbolische Geraden. 



Hieraas ergiebt sich unmittelbar, da sich xa jedem 
Poldreieck ein Knrvenylereck zeichnen läfst'"': 

4. Von den drei Ecken eines Poldreiecks ist eine Ecke 
ein elHptiscIter Punkt; die beiden andern Ecken sind 
ItyperboUsclie Punkte. Die eine Seite ist da/igr'""«' eine 
elliptische Gerade; die beiden andern Seiten sind hyper- 
bolisc/ie Geraden, 

yj 107. Die StpaMen eines elUpÜschen Punktes. Ist 
P ein elliptische Punkt, so ist jeder Strahl q von P, wie wir 
zeigen wollen, eine hyperbolische Gerade. Schneidet nämlich 
der Strahl q die Polare p von P in Ä, so ist durch die 
beiden konjugierten Punkte P und R ein Poldreieck be- 
stimmt <^^>, dessen dritte Ecke wir durch Q bezeichnen. Da 
in diesem Poldreieck P QR nach unserer Annahme P die 
elliptische Ecke ist, so ist p die elliptische Seite <'"*'>; die 
Seite q ist daher eine hyperbolische Gerade'"*'*'. — Ist j» 
eine elliptische Gerade und R ein beliebiger Punkt von p, 
so ist R ein hyperbolischer Punkt Ist nämlich r die Polare 
von R, welche p in Q schneidet, so ist g ^ P K die Polare 
von Q <*"•' und pqr bilden ein Poldreieek, von dem p die 
elliptische Seite, also P die elliptische Ecke ist; R ist 
daher ein hyperbolischer Punkt. 

Aüe StrahUn eines eüiplischen Punktes sind hj/per- 
bolische Geraden; alle Punkte einer elliptischen Gtrade 
sind hyperbolische PunHe. 

K 108. Kennzeichen fiip eine eUlptisehe und eine 
hypeFbollsche Gerade. Ist p eine beliebige Gerade und 
Q irgend ein Punkt von p, so wissen wir'i"'', dafs p eine 
hyperbolische Gerade ist, wenn Q ein elliptischer Punkt ist 
— Ist aber Q ein hyperbolischer Pnnkt, so mttssen wir 
noch irgend einen zweiten (hyperbolischen) Pmikt T von p 
zu Hülfe nehmen. Sind die Berührungspunkte der von Q 
nnd Tan die Kurve gehenden Tangenten ""*«> K K^ und 
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L L^, 80 ist der Pimkt P, in dem die BerUbmngssehne 
K K^ von der BerUhnmgsaehne XZ, geschnitten wird, der 
Pol von (3r = p(8«z. "-so.). Dieser Schnittpunkt P, und 
mithin t'"^' anch seine Polare p, ist aber ein elliptischer 
oder hyperbolischer Punkt, je nachdem der Wurf KK, . L L^ 
elliptiseh oder hyperbolisch ist <"^''i. 



Sehneiden die Geraden q 
nnd ( die Kurve in K K^ 
und L L^, so geht durch den 
Schnittpunkt q t keine Tan- 
gente, wenn die Punktpaare 
-ST-STj und L L^ einander 
trennen; durclL q t gehen da- 
gegen zwei Tangenten, wenn 
die Punktpaare K K^^ nnd 
L L einander nicht trennen. 



Lassen sich von den Punkten 
ö nnd T die Tangenten Q 
(KK,) und T{LL^) an die 
Knrve ziehen, so sehneidet 
die Verbindungslinie Q T die 
Knrve nicht, wenn die Pnnkt- 
paare K Kj und L i, ein- 
ander trennen; Q TBchneidet 
dagegen die Kurve, wenn 
K K^ nnd L L^ einander 
nicht trennen. 

109. Kennzeichen für die Strahlen eines hyper- im 
bollschen Punktes. Nennen wir, unter Einführung emer 
von der bisherigen abweichenden Bezeichnung, den hyper- 
bolischen Pnnkt T (Fig. 72), die BerUbmngspnnkte der dnrch 
ihn gehenden Tangenten S8^t""'>> S5, und einen beliebigen 
dritten Punkt der Kurve A, so ist die Kurve gegeben durch 
SS^k und riwz). Jeder 
Strahl a von T wird, weil er 
durch den Pol ri"^'! der .^ 
Seite S S^ des Kurvendreiecks 
-S S, A geht, von den beiden 
andern Kurvenseiten A S^ und 
AS in zwei koiyugierten 
Punkten D und D. geschnit- 
ten !*«'>; femer sind der Pol T 
und der Punkt T,, in dem a -ms- — 

von der Polare SS. des Punktes T geschnitten wird, zwei 
koiyugierte Punkte w«.». Die konjugierte Involution von a 
ist also gegeben durch den Wnrf DD^.TT^. — Bezeichnen 
vrir noch den Punkt, in dem die Dreieeksseite A S, die 
Tangente » der Gegeneeke 5 schneidet, durch K, so 
haben wirC" *': 

DD^ TT^[S\y{DkKS^. 




Fig. 73. 



3.S.t,zsdby Google 



126 



I. Der Eegelachnitt. 



Der Warf DD^.TT, ist also elliptisch oder hyper- 
bolisch, je nachdem der Wurf D A . Ä S, elliptisch oder 
hyperbolisch ist'"'', d. L je nachdem der Strahl a des 
Ponktes T von dem Knrvenpunkt A dnrch die von T aus- 
gehenden Tangenten a«, getrennt oder nicht getrennt wird: 



Ein Strahl a des hyperbo- 
lischen Punkte$ T ist eine ellip- 
tische oder hj/perbolischeGerade, 
je naeJidem er von irgend 
einem Kurvenpunkte durch die 
beiden von T ausgehenden 
Tangenten 8 und s, getrennt 
wird oder nicht getrennt wird. 



Ein Punkt A d^ hyperbo- 
lischen Gerade t ist ein eUip- 
tisc/ier oder hyperbolischer 
Punkt, je naclidem er von 
irgend einer Tangente ditreh 
die beiden in t liegenden Kur- 
venpunkte S und S^ getrennt 
wird oder nic/U getrennt wmi. 



110. Trennung- der eUiptlsehen und hypepbolischen 
Elemente durch die Kurvenelemente. Da nach ll^r. 109 
nur die Strahlen a des hyperbolischen Pnnktes T die Kurve 
schneiden, die von dem beliebigen Knrvenpnnkte A dnrch 
die von T ausgebenden Tangenten s und «j nicht getrennt 
werden, so ergiebt sich, dafs es nicht zwei Knrvenpunkte 
giebt, die durch die Tangenten s und s^ getrennt werden: 
1. Zwd beliebige Kurvenpunkte und zwei beliebige 
Tangenten bilden immer einen hyperboliscJien Wurf. — 

Ist e eine beliebige elliptische und k eine beliebige 
hyperbolische G-erade, so ist ihr Schnittpunkt T=ek, als 
Punkt von e, ein hyperbolischer Punkt<"*''; seine Tangenten 
seien g und s,. Da die hyperbolische Gerade k die Kurve 
schneidet*"'^', so mnfs e von h durch die Tangenten s und 
Sj getrennt sein; denn sonst wUrde auch e die Kurve 
schneiden»"'>: 



2. Jede elliptische Gerade 
e wird von jeder hyperbo- 
lischen Gerade h getrennt 
durch die beiden Tangenten 
s und s^, die durch den 
Schnittpunkt T der beiden 
Geraden e und h gehen. 



2. Jeder elliptische Punkt 
E wird von jedem hyperbo- 
lischen Punkte ß getrennt 
durch die beiden Kurven- 
pnnkte S und S^, die in der 
Verbindungslinie t der beiden 
Punkte E und H liegen. 



II 111. Das zweite gremelnsame Element zweier 
Kurven. 

Weil durch jeden Punkt 1 
einer elliptischen Gerade { 



Weil in jedem Strahl eines 
elliptischen Punktes zwei 
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zwei Tangenten gehen '""', 
Bo ergiebt sich anaNr. 110,, 
dafs eine Gerade a, die sich 
ans der elliptiechen Gerade e 
in die hyperboligche Gerade 
k um den Schnittponkt ron 
e nnd h dreht, während dieser 
Drehnng einmal mit einer 
Tangente (» oder s,) zusam- 
men fallen mnfs. Da jetU 
Bewegung einer Gterade x 
anigefaTst weiden kann als 
znsammengeBetzt aas unend- 
lich rielen, unendlich kleinen 
Drehungen, ho muTs die Ge- 
rade x während jeder Be- 
wegoDg, durch welche sie 
Ton e nach k gelangt, min- 
destens einmal mit einer 
Tangente züflammenfallen. — 
Sind nnn k'^ und P zwei 
Kurven, die eine Tangente a 
gemeinsam haben, so ist von 
den beiden Tangenten u und 
von i*, welche der gemein- 
samen Tangente e benachbart 
sind, für die zweite Kurve Z* 
die eine eine elliptische, die 
andere eine hyperbolische 
Gerade. Die Tangente ^ 
kann die Kurve k^ beschrei- 
ben in dem Sinn usv und 
in dem Sinn uvs <*»'!; bei 
jeder Bewegung muTs sie, 
wie wir oben sahen, minde- 
stens einmal mit einer Tan- 
gente der Knrre l^ zusammen- 
tuen. Die Eorve k^ hat also 
mit der Kurve l* anfser s 
noch eine zweite Tangente 



Knrvenpunkte liegen """, so 
ergiebt sieh aus Nr. llOj, 
dafs ein Punkt X, der sich 
von dem elliptischen Punkt 
E zum hyperbolischen Pmikt 
S auf der Verbindungslinie 
EH bewegt, während dieser 
Bewegung einmal mit einem 
Kurvenpunkt (5 oder S,) zn- 
sammenfallen moTs. Da jede 
Bewegung eines Punktes X 
anfgefafst werden kann als zu- 
sammengesetzt aus unendlich 
vielen,imendliehkleineu gerad- 
linigen Bewegungen, so mufs 
der Punkt X während jeder 
Bewegung, durch welche er 
von E nach B gelangt, min- 
destens einmal mit einem 
Kurvenponkte zusammen- 
fallen. — Sind nun A* und 
/* zwei Kurven, die einen 
Punkt S gemeinsam haben, 
so ist von den beiden Punkten 
U und V von i*, welche 
dem gemeinsamen Kurven- 
punkt 'S benachbart sind, 
für die zweite Kurve /* 
der eine ein elliptischer, der 
andere ein hyperbolischer 
Punkt. Der Punkt X kann 
die Kurve t^ beschreiben im 
Sinne USF und im Sinne 
UVS<''^-i; bei jeder Be- 
wegung mufs er, vrie wir 
oben sahen, mindestens ein- 
mal mit einem Punkt der 
Kurve P zusammenfallen. Die 
Kurve Ä" hat also mit der 
Kurve /* aufser S noch einen 
zweiten Funkt gemeinsam: 
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Haben zwei Kniren eine 
Tangente gemeinsam, so 
haben aie noch eine zweite 
Tangente gemeineam'*^ *'. 



Haben zwei Kurven einen 
Fankt gemeinsam, so haben 
aie noch einen zweiten Pnnkt 
gemeinsam. 



§ 10.* Koigngierte Durchmesser. 
II 112.* ZlpkalaFe Involution. Dreht sieh ein rechter 
Winkel mit den Schenkeln a und l nm seinen Scheitel 'S, 
so erbalten wir in 5, wenn wir die Strahlen a nnd l ho- 
molog nennen, zwei kongruente mid daher'*'"' projektive 
StrahlenbQsehel. Diese beiden StrahlenbUschel haben invo- 
Intorische Lage (*^'>, weil l in a fällt, wenn a in l fällt Die so 
durch die Zuordnung anf einander senkrechter Strahlen in 
5 erhaltene Involnlion, die wir eine zirkuläre nennen wollen, 
schneidet jede Gerade in einer Pünktinvolntion. Von be- 
sonderer Wichtigkeit nnn ist die Pnnktinrolntion, in der sie 
die nneigentliche'^i Gerade o schneidet. Eonstmieren 
wir nämlich eine zweite zirkuläre Strahleninvolntion S^, so 
sind je zwei homologen (anf einander senkrecht stehenden) 
Strahlen von -S zwei homologe Strahlen von 5 parallel ; 
die homologen Strahlen von S schneiden daher o in einem 
Pnnktpaar der von 5 ausgeschnittenen Involution. 

Wir erhalten also immer dieselbe Ponktinvolntion in o, 
von welcher zirkulären Strahleninvolation wir auch ausgeben, 
so dafs wir uns die Involution o* als eine fest in der un- 
eigentliehen Gerade gegebene Involution zu denken haben, 
die allein vom Begriff des rechten Winkels abhängig, von 
der Lage eines Punktes oder emer Gerade in der Ebene 
aber unabhängig ist nnd daher auch wohl die absolute 
Involution genannt wird. Uns dient sie dazu, manchen 
Sätzen der Planimetrie eine in unsem Sprachgebranch besser 
passende Fassung zu geben. 

Dafs vfir immer dieselbe Involution o* erbalten, von 
welchem Punkte S wir auch ausgehen, drücken wir ver- 
mittelst einer Definition and eines Lehrsatzes aus. 

1. Definition: Die Ponktinvolntion, in der eine be- 
liebige zirkuläre Strahleninvolution die uneigentliche 
Gerade schneidet, heifst die zirkuläre Panktinvolution. 

2. Lehrsatz: Jede zirkuläre Strahleninvolution liegt 
persfekUv zu der zirkiäaren Punktinvolution. — 
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Da iwei auf einander senkrechte Strahlen nicht za- 
srnnmenfallen kötineti, so haben wir: 

3. Jede zirkuläre Inrolntion ist elliptiseh. — 

4. FUr nna Iiaben die im folgenden gebrauchten Äus- 
drtleke wie: Zwei Strahlen stehen anf einander senkrecht, 
immer nnr die Bedeutung : DU beiden. Strahlen gehen durch 
zwei homologe Punkte der zirkulären Punktinvolution. 

Schneidet z. B. eine beliebige Geriide die oneigentliehe 
Gerade o in A und ist A, der A homologe Punkt von o', 
so geht durch A, (aulser unendlich vielen eig:entUcheii Ge- 
raden auch) die nne^entliche Gerade o selbst. 

Wir sagen daher: 

5. Jede Gerade steht anf der uneigentlichen 
Gerade senkrecht. — 

6. Stehen zwei Strahlen einer Strahleninrolntion 
auf ihren homologen senkrecht, so steht jeder Strahl 
anf seinem homologen senkrecht; oder: 

Eine Strahleninvolution ist zirkulär, wenn zwei 

Strahlen auf ihren homologen senkrecht stehen. 

Denn die Strahleninvolution schneidet die nneigent- 

liche Gterade in einer Fonktinvolution , die mit der 

Zirkularen in einem Wmf Obereinstimmt und daher t^'> mit 

ihr identisch ist. — 

7. Wenn in einem Viereck zwei Seiten anf ihren 
Gegenseiten senkrecht stehen, so steht auch die dritte 
Seite auf ihrer Gegenseite senkrecht. 

Denn die Gegenseiten eines Vierecks schneiden jede 
Gerade in Pnnktpaaren einer Involution'**^; die Involution 
aber, welche unser Viereck auf der nneigentlioben Gerade ans- 
schneidet, stimmt mit der zirkulären in 
zwei Punktpaaren and daher 1**^ auch im 
dritten Pnoktpaar ttberein. — 

Nennen wir das Viereck, in dem zwei 
Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht 
stehen, 5 5, CG, (Fig. 73) und die Dia- ^ 
gonalpunkte OSF, so bilden die Strahlen 
OfßF.BC) einen harmonischen Wurf <»«. 
Da OC senkrecht auf 5 steht, so ist ' 
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8. Die Seiten eines Vierecks, in dem zwei Seiten 
auf ihren Gegenseiten Benkrecht stehen, halbieren die 
Winkel des Diagonaldreiecka. 
i Anmerlamff. Die beiden letzten Sätze sind identisch mit 
den planimetr^hen: 1, Die Höhen eines Dreiecks i^hen 
durch einen Punkt; 2. die Fnfspnnkte der Höhen eines 
Dreiecka bilden ein zweites Dreieck, dessen Winkel von 
den Höhen des ersten halbiert werden. 
i> 113.* BeebtwinkUg«s Stpahlenpaar einer Involution. 
Lehrsatz: In jeder Strahleninvolution gieht es zwei 
homologe Strahlen, die auf einandej- senkrecht stehen. 
Konstraktion des rechtwinkligen Strahlenpaares: Die 
Strahleninvolntion S sei durch den Wurf aa^ .b\ (Fig. 74) 
gegeben (•*•>. Ein Kreis, der durch den Punkt S geht, wird, 
weil der Kreis eine Kurve 
zweiter Ordnung ist'"^*, von 
der StrahleninTOlution S in 
' einer kmnunen PunktinTolntion 
geschnitten , die durch die 
Punktpaare AA^ .B S,, in 
4 denen die Strahleupaare a 
den Kreis achneiden, 
ist. Verbinden wir das Invo- 
lutionszentrum "*', den Schnitt- 
punkt von A A^ -and B Bj, mit 
\ ; / dem Mittelpunkt des Kreises 

V und projizieren die Schnittpunkte 

if- '*■ dieser Verbindungslinie und des 

Kreises aus S durch / und /,, so sind l und i^ die beiden 
homologen Strahlen, die auf einander senkrecht stehen. 
z Zusatz. 1. Ist die Involution hyperbolisch, so können 
wir, wenn die Ordnungselemente bekannt sind, die gesuchten 
Strahlen bequem zeichnen: sie sind die Halbierungslinien 
der von den Ordnungsstrablen gebildeten beiden Winkel, 
Denn diese Halbiemn^inien stehen auf einajider senkrecht 
und sind, weil sie doich die Ordnungsstrahlen harmonisch 
getrennt werden '•'■', zwei homologe Strahlen der Invo- 
lution (•w. 

2. Ist der Mittelpunkt der Strahleninvolution ein un- 
eigentlicher Punkt, so bildet die nneigentliche Gerade mit 
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der ihr homologen eigentlichen Gerade das rechtwinklige 

Strahlenpaar("*tX 

114.* KonJDgflerte DuFChmesser. Die in § 7 bewie- 1» 
senen Sätze über Pol nnd Polare gelten allgemein lör jede 
Gerade und ihren Pol; eine besondere Wichtigkeit haben 
sie aber ftr die nnendlieh ferne Gerade <^i o nnd ihren Pol 0. 
Eine ßeihe von Sätzen, die man in der Geometrie der 
Kegelschnitte za beweisen pflegt, sind nichts anderes als 
Anwendungen unserer allgemeinen Sätze anf die nneigent- 
liche Gerade. Da aber ihr Znsammenhang mit den Folar- 
eigensehaften einer Knrve dnrch eine von der unsrigen ab- 
weichende Äasdmcksweise verdeckt wird, so wollen wir die 
fUr die oneigentltehe Gerade and ihren Pol geltenden 
Eigenschaüen noch einmal in besondem Sätzen hervorheben. 
Dazn Alhren wir folgende Bezeichnnngen ein. 

1. Die Polare eines aneigentlichen Punktes heifst 
ein Durchmesser der Knrve. 

2. Der Pol der nneigentlichen Gerade, der Schnitt- 
punkt der Durchmesser f"*""', heilst der Müteipankt der 
Kurve. 

3. Zwei homologe Strahlen der koi^jugierten Strahlen- 
involution des Mittelpunktes heifsen hmjugierte Durch- 
Tnesser oder, mit andern Worten <**'' : Zwei Durch- 
messer, von denen der eine durch den Pol des andern 
geht, heifsen konjugiert. 

4. Zwei Richtungen heifsen konjugiert, wenn sie 
zwei konjugierten Durchmessern parallel sind. 

5. Ein Durchmesser, der die uneigentliehe Gerade 
in einem Punkte schneidet, der mit dem Pol des 
Durchmessers ein Pnnktpaar der zirkulären Punkt- 
involution ("^> bildet, heifst eine Achse der Kurve. 

6. Jede Kurve hat zwei Achsen *"*>. 

115.* BeispieL Wie besondere Sätze aus unsem all- iis 
gemeinen gewonnen werden, soll an einem Beispiel aus- 
führlich gezeigt werden. : — Ist *S5j eine beliebige Sehne 
der Kurve nnd Pqq ihr unendlich femer Punkt, so geht 
die Polare von P^:, 1. weil Pqo "> d^' nnendlieh franen 
Gierade liegt, durch den Mittelpunkt der Kurve <"^; 2. durch 
den von P^q durch S und *S, harmonisch getrennten 

9* 
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Punkt (»^, also durch die Mitte der Sehne S 5, *»'•'; 3. durch 
den Schnittpunkt der Taageuten in S und S, f*w. 

Lehrsatz: Der yehnittpunkt zweier Tangenten, die 
Mitte ihrer Bertthrungasehne und der Mittelpunkt der 
Kurve liegen in einer Gerade. 
la 116* Papallele Sebnen. 

1. Die Polaren der Funkte eines DurchmeseerB sind 
dem konjugierten Durchmesaerf"*«^ parallel*"*»). Die Polaren 
der Punkte einer Achaef'"»' atehen senkrecht auf der Aehae**W. 

2. Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einem Durch- 
me88er<"W. — Jeder Durchmesaer und die von ihm halbierten 
Sehnen haben konjugierte Richtuugeu<'^^>. 

3. Jeder Durchmesser, der die Knrve schneidet, wird 
durch den Itfittelpunkt halbierf^^*'; die Tangenten in den 
Endpunkten dieser Durchmesser sind einander'^' ^> und den 
vom Durchmesser halbierten Sehnen parallel'**«'. 

4. Die Diagonalen jedes eingeschriebenen Parallelo- 
gramms schneiden aich im Mittelpunkt der Kurve**«. 

5. Die Diagonalen jedes umgeschriebenen Parallelo- 
gramms sind konjugierte Durchmesser**''' ; das zugeordnete 
Knrvenviereck ist ein Parallelogramm*"'. 

6. Zwei Seiten eines Kurrendreieeks, dessen dritte Seite 
ein Durchmesser ist, haben korjugierte Richtungen. 

Denn die Geraden, die die Mitte der dritten Seite, den 
Mittelpunkt der Kurve*"*'', mit den Mitten der beiden ersten 
Seiten verbinden, sind den beiden ersten parallel und kon- 
jugierte Durchmesser. 

" 117.* Symmetrische Lage dep Korvenpunkte zu 
zwei konjugierten Durehmessepn. Sind d und d, zwei 
konjugierte Durchmesser*"*«' und S ein beliebiger Punkt der 
Kurve, so erhält man zwei neue Kurvenpunkte S, und 'S,, 
indem man durch S Parallelen zu d und d^ zieht und auf 
diesen die beiden Punkte S^ und S, so bestimmt, dafs die 
Strecken S S, und 5 S^ durch d, und d halbiert werden***«*. 
Verbiudet man noch S mit dem Schnittpunkt der Dorch- 
messer, dem Mittelpunkt der Kurve*"*«), und nimmt auf dieser 
Verbindungslinie einen Punkt S. so an, dafs SS^ durch 
halbiert wird, so hat man vier Kurvenpnnkte S S^ 5, S^, die 
ein Parallelogramm bilden, dessen Seiten den konjugierten 
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Dnichmeeeem parallel sind. Dae ErgebtÜB drUeken wir 
so aus: 

Die Kmre liegt symmetiisch za je zwei koi^Tigierten 
Durchmessern. 

118.* Parallele Tangrenten. iw 

Aufgabe: Dis Tangerüe zu zeichnen, die einer gegebenen 
Tangente paraüel i»t. 

LSsong: Die Kurve sei durcli S S^k und T gegeben*"* ^'. 
Wir wollen den BerBhnmgBpnnkt der ST parallelen Tangente 
zeichnen. — Wir ^«hlen anf S T den Punkt K so, dafs T 
die Mitte von S K ist, and zeichnen zu dem StraM S^ K 
von S, den zugeordneten von S, Wir verbinden also'** ^ 
den Pnnkt D^, in dem ä\ K die Sehne A S schneidet, mit 
T nnd den Pnnkt D, in dem diese Verbindnngelinie D^ T 
die Sehne A5, schneidet, mit S. Der Schnittpunkt A von 
SD und S^D^ ist der gesachte; denn seine Tangente 
wird, wie eine Anwendung von Nr. 51^ anf das von den 
Tangenten in SS.L gebildete Dreiseit ergiebt, von dem 
Strahl & T durch S nnd S^ harmonisch getrennt, schneidet 
also die Tangente von 5 in dem von T durch S nud K 
harmonisch getrennten Punkte'*'"', d. L im unendlich fernen**'''. 
— Hehneidet der StraM SD den Strahl 5^i?, im un- 
endlich fernen Pnnkt A, so ist die Tangente, weil sie den 
Punkt A mit dem unendlich fernen Pnnkt von S T verbindet, 
die unendlich ferne Gerade. Auf diesen besondem Fall 
gehen wir in Nr. 127 näher ein, 

Zusatz. Da sich also zu jeder Tangente eine ihr z 
parallele zeichnen läfst, so können wir jede Kurve auch als 
beatimmt<" ^> ansehen durch zwei Pankte, deren Tangenten 
sieh in einem unendlich fernen Punkte T^ schneiden, und 
einen beliebigen dritten Punkt A. Bezeichnen wir die beiden 
ersten Pankte dnreh S und S, {nicht mehr, wie in der eben 
angegebenen Konstruktion, durch 'S und A], so können wir 
jede Kurve ah gegeben ansehen durch S Syk und T^. 

Anmerkung. Bei der Zeichnung einer Knrve empfiehlt ^ 
es sich, jedesmal die der Tangente in 5 parallele Tangente 
za zeichnen, da die Verbindungslinie ihres BerUhmngspnnktes 
und des Punktes 5, als Polare'**^' des unendlich fernen 
Punktes TcK, ein Durchmesser (i'*>) und die Mitte dieses 
Durchmessers der Mittelpunkt der Kurve'''**' ist. 
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1« 119.* Achsen der Kurve. 

Aufgabe: Du Achsen einer Kurve zu zeichnen. 

LßBang: Wir haben in der Strahleoinvolntion des Korven- 

mittelpnnkteB die beiden homologen Strahlen za zeichnen, 

die anf einander Benkreeht 

^^■^T '"^^ Btehen"iw. — igt die Eurre 

X. i\ \ diirchSS,Aundroo(Fig.75) 

■ /x"^^ \ \ gegeben''^* ^', die Mitte von 

_J \jVvS£"~---i _^ 55, alBO<i"*> der Kniren- 

~\ ^V'Cv^'/V^^^^ mittelpnnkt, so sind T<x, 

\ ; P^i^v^VN^^ 1™*^ ^ 5 2wei konjugierte 

\ j' l ^\J^s\ Durchmesser; ein zweites 

^ ^ — ^®'"" erli*'*eii wir, indem wir 

" /\ ^~>/^ ^ "^^^ ^^^ Mitten der Seiten 

^^\V^' AS, und A5 verbinden'»'*»). 

.^^1 .>.^tÄ(^ - In 3er durch diese beiden 

' Strahlenpaare bestimmten In- 

volution zeichnen wir nach 
Nr. 113 die beiden homologen Strahlen, die auf einander 
senkrecht stehen (Siehe Fig. 75). 

» 120.* Definition der Ellipse ond der HyperbeL Die 
konjugierte Strahleninvolution des KurvenmiUelponktes 
(oder die perapektiv zu ihr liegende'**»» Pnnktinvolution der 
unendlich fernen Grerade o) ist charakteristisch fdr die Ge- 
stalt der Kurve. Liegt auf seiner Polare o, so ist ein 
Kurvenpunkt**' ^' nnd o seine Tangente und die konjugierte 
Strahleninvolution ist parabolischi*^"'. Wenn wir diesen FaU 
(den wir in Nr. 127 betrachten werden) vorläafig ausschliefseo, 
also annehmen, dafs ein eigentlicher Punkt ist, so kann 
die Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes elliptiBeh 
oder hyperbolisch sein. 

1. Definition: Eine Kurve, filr welche die konjugierte 
Stra/iUninvolution des Miüelpunktei elliptisch {hyperboliscK) 
ist, hei/st eine Ellipse {Hyperbel). 

Da die Strahlenmvolution von perspektiv liegt zn 
der konjugierten Punktinvolntion der Polare o'*^, so 
haben wir: 

2. Eme Ellipse hat kernen unendlich fernen Punkt; 
eine Hyperbel hat zwei unendlich ferne Funkte. 
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121.* DDrehmesser der Ellipse und der HyperbeL ut 

1. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ein elliptieeher 
Pimkfi»»!». 

2. Jeder Dtirchmesser Bchneidet die Ellipse'""*; ins- 
besondere: jede der beiden Achsen schneidet die Ellipse; 
die Sehnittponkte einer Achse mit der Ellipse beifsen 
Scheitel; die Tangenten in den Sebeiteln einer Achse stehen 
flenkreeht anf der Achse'^^^"'. 

3. Der Mittelpnnkt der Hyperbel ist ein hyperbolischer 
Pnnkt'"*'"! ; die durch ihn gehenden Tangenten f'"*»! beifsen 
Agyniptoten. Die Berühningspunkte der Asymptoten sind die 
nnendlicli fernen Punkte der Hyperbel'**^»'. • 

4. Je zwei konjugierte Durchmesser werden durch die 
Asymptoten harmonisch getrenntf**«', 

5. Die beiden Geraden, welche die von den Asymptoten 
gebildeten Winkel halbieren, sind die Achsen derHyperbell"*^, 

6. Von zwei konjugierten DnrchniesBem sehneidet der 
eine die Hyperbel, der andere nicht*""'*; insbesondere: von 
den beiden Achsen sehneidet die eine die Hyperbel, die 
andere nicht. Die Achse, welche die Hyperbel schneidet, 
heiüst die Hauptachse ; ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel 
heifsen Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln stehen 
«enkrecbt anf der Hauptachse'*'^'. 

122.* Hyperbeltangrenten. Nennen wir die beiden i« 
Asymptoten der Hyperbel nt und n und ihre unendlich fernen 
Bertlhrungspunkte"*'«* M und N und einen beliebigen Punkt 
der Hyperbel A, so bilden A M N ein Kurcendreieck, von 
dem die eine Seite M N die unendlich ferne Gerade ist. 
Wenden wir anf dies Kurvendreieck den Satz Nr. 51^ an, 
so ergiebt sich, dafs die Seite M N die Tangente a der 
gegenüberliegenden Ecke A in einem Punkte K schneidet, 
der von A durch m und n harmonisch getrennt ist. Da aber 
K der unendlich ferne Punkt von « ist, so ist A die Mitte'*^"> 
der Strecke, die von m und n auf a begrenzt wird: 

1. Die Strecke, welche anfeiner beliebi^n Hyperbel- 
tangente von den beiden Asymptoten begrenzt wird, 
vrird durch den Berührungspunkt halbiert. — 
Sind A und B {Fig. 76) zwei beliebige Punkte der 
Hyperbel, so bilden sie mit den beiden unendlich fernen 
Punkten M und N ein Kurvenviereek, dessen einer Dtagonal- 
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ponkt R der nneDdlich ferne Punkt von A B ist, während 
die Yerbiadnngslinie der beiden andent P nnd Q die Sehne 
A B in C halbiertf'W, Sehneidet die Tangente « dea 
Punktes A die drei Diagonallinien des KtuTenviereeks A B M N 
in den drei Punkten T, 
\ y^ A und A^, so ergeben 

Y 'i'K y^^ die VerbinduDgslinieQ 

VvV\ / TB, ^M, ^jN die 

\ ")i''^J^ '^^y^'"' Tangente /? in ß und 

^V' j^^ '-"y^'- '^'^ beiden Asymptoten 

,-- \ >^-4.'\^-^ '\ N m nnd n«^». Die Tan- 

,ff-''"'^\ ' B ^-j«-^\ " gente /3 sehneidet die 
^^ ^ Ji ^^^ ' Asymptote m in einem 

^ ^j Punktes der Diagonal- 

linie PÄ nnd die 
Asymptote n in einem Punkte B^ der Diagonallinie Q R~ 
Da Ä der unendlich ferne Pnnkt von AB, d. h.'*> da 
^ jB^ II A B Ij ^^ 5 ist, 80 haben wir: 

2. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden zwei 
beliebige Tangenten in den Ecken eines Trapezes, 
dessen Grundlinien der Berührnngssehne der beiden 
Tangenten parallel sind. — 

Aus A B, \\ A, B ergiebt sich weiter: Dreieck A^BA 
^A^BB^\ addieren wir zu jedem dieser Dreiecke das 
Dreieck .^^ Ä 0, so ist OAA^ = OBB^: 

3. Jede Tangente begrenzt mit den beiden Asym- 
ptoten ein Dreieck von nnveränderlichem Inhalt. 

B 123.* Hyperbelsehne. Die Diagonidlinie PQ (Fig. 76), 
welche die Sehne A B in <? halbierte**«', geht, weil sie der 
Vierecksaeite MN angeordnet isf" ^', durch den Schnittpunkt 
der Asymptoten m nnd n'»*', also durch den Knrvenmittel- 
pnnkt«''^'!. Da femer R der Pol der Diagonallinie PQ 
ist"*"', so sind R und C konjugierte Durchmesserfl'^, 
werden alsoC*'"' durch die Asymptoten m und n harmonisch 
getrennt; C ist daher<*^>> auch die Mitte der von den 
Asymptoten m und n auf der Sehne A B begrenzten 
Strecke : 

Die Mitte einer Hyperbelsehne ist zugleich die Mitte 
der von den Asymptoten auf der Sehne begrenzten 
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124.* Kennzeichen für die Ellipse und die Hyperbel, im 
Ist eine Kurve dnrch S ä, A nnd Tai gegeben*"*^', eo läfet 
sich ein einfaches Kennzeichen dafUr angeben, ob die Kurve 
eine Ellipse oder Hyperbel ist. Die unendlich ferne Gerade, 
die durch Too geht, bat nämlich mit der Knrve keinen 
Punkt oder zwei Punkte gemein, je nachdem Sit von A 
durch die parallelen Tangenten 8 und s^ in S und S^ ge- 
trennt ist oder nicht*'""'. Ziehen wir also durch A eine be- , 
liebige Gerade, welche s und s, in C und J) Bebneidet, so 
ist die Kurve eine Ellipse oder Tangente, je nachdem A auf 
CD oder auf C" D<^^ liegt'"''. Sagen wir im ersten Fall, 
dafs der Punkt innerhalb, im zweiten, dafs er aufBcrhalb 
der parallelen Tangenten s und s^ liegt, eo haben wir den 
Lehrsatz: Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, 
je nachdem ein beliebiger ihrer Pimkte dnrch irgend 
zwei parallele Tangenten von der nnendlieh fernen 
Gerade getrennt vrird oder nicht; oder mit andern 
Worten : je nachdem ein beliebiger Kurvenpnnkt 
inu erhalb oder anfserhalb irgend zweier parallelen 
Tangenten liegt. 

125.* Abschnitte auf zwei parallelen Tangrenten, i» 
Ist eine Kurve durch SS^A und Tod (Fig. 77} gegeben»'« ^t, 
80 erhalten wir einen neuen Korrenpunkt Ä'*^ ^\ indem wir 
irgend eine Parallele zu der Tangente SToo^^s ziehen 
und die Punkte 1> and !>,, in denen sie von den Seiten 
ASj^ und A5 des Knrvendreieeks ASS, geschnitten wird, 
ans S nnd S, projizieren. Bezeichnen wir noch die Punkte, 
in denen die Tangente s von A S^ und Ä S, geschnitten wird, 
durch K nnd L, und die Punkte, in denen die Tangente 
Sj Toa^s, von AS und AS geschnitten wird, durch fi", 
nnd L^, so ergiebt sich ans der Figur 

SK _ DS D^S SL 

T^ " 'DLl ~ B^^ ~~ K^ Si' 

folglich SK.K^S^ = SL.L^Si, folglieh 

SK.S^K^=SL.S^L^. 

Unser Produkt hat also denselben Wert, ob wir von 

dem Kurvendreieck S 5^ A oder von dem Kurvendreieck 

S S, A ausgehen, mit audem Worten: Das Produkt tat konstant. 

Bezeichnen wir diesen konstanten Wert durch +4b% so 
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lehrt die Ansohauong, dafs fttr eine Ellipse, fOr welche (wie 
in der Fignr) A innerhalb der parallelen Tangenten « und 
«, liegt"^*>, die Strecken S K und 5, K^ dieselbe Richtnag 
haben, ihr Produkt alsol*^' positiv ist; fttr eine Hyperbel 
dagegen oegatir. Um dae Ergebnis bequemer in Worte 
kleiden zu können, bemerken wir noch, daTs die Seite AS^ 
des Kurvendreieeks A S S^ die Tangente « der Gegenecke 
S in einem Punkte K schneidet, der von ^ dnrch die Tan- 
genten Sj nod a der beiden andern Ecken harmonisch ge- 




ng. TT. 



trennt wird'"''. Da nun e von s^ in dem nnendlich fernen 
Punkte Too geschnitten wird, so wird a von a in der Mitte 
A von S K geBchnittenC"-); ebenso ergiebt sich, dafs «^ von 
a in der Mitte A^ von S, Aj geschnitten wird. Wir erhalten 
daher 

fttr eine Ellipse : SA.S^A^ = -\-b^', 
fttr eine Hyperbel: SA.S^Ai= — b\ 
Lehrsatz: Das Produkt aus den Strecken, die eine 
veränderliehe Tangente anf zwei festen parallelen Tan- 
genten abschneidet, ist konstant, und zwar für eine 
Ellipse positiv, für eine Hyperbel negativ. 

t« 126* Glelehungren der Ellipse und dep Hypepbet 

SS, (Fig. 77) ist als Polare (««^i' des nnendlich fernen 
Pniiktes Tod ein Durchmesser, die Mitte von SS. 
also der Mittelpunkt der Knrve <'i» *>, und T^ nnd 5 
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sind zwei konjuperte DurchmeBaer*"*^. Schneidet die Ver- 
bindnngslinie Ä Trx> den Durchmesser SS, in Q, so ist 

R^ — §lA QA _ SQ 
SK^ S,S' S,K,~'SS' 



folglich 



QA^ _ SQ.S^Q _ QS.S^Q 
SK.S.K~ SS,.S,S ~ SS^ ■ 



Beziehen wir den Knrrenpunkt A aaf ein schiefwinkliges 
Koordinatensystem, dessen Achsen die beiden konjagierten 
Durchmesser OS und T<a sind, imd bezeichnen daher 
Q durch ä! und Q A durch 1/, so ist, wenn wir noch 
SSj=2a setzen, Q 5 . S, Q = a* — a;« und ferner 

ftlr eine EUipse: |^= ° ~^ , folglich |I.-f-|^ = i; 

fttr eine Hyperbel: — ^= '^ ~^ , folglich ^ — ^ = ^ 

127.* ParabeL Wir wenden uns jetzt zu dem Fall, den m 
wir in Kr. 120 ausgeseblosseD haben, dafs nämlich die 
konjugierte Strahleninvolution des Kuryenmittelpimktes para- 
bolisch ist. 

1. Definition: Eine Kurve, ßlr wekJie die konjugierte 
Strahieninvolution des Mittelpunkten paraboUech ist, hm/st eine 
Parabel. 

2. Der Mittelpunkt der Parabel ist ein parabolischer 
Punktt"'*'' und daher^"*^ ein Kurvenpunkt. 

3. Die unendlich ferne Gerade, als Polare des Mittel- 
pnnktest"*^, ist eine Tangente der Parabel*** ^»l. Der Mittel- 

{innkt, als Berührungspunkt dieser Tangente, ist ein unendlich 
erner Punkt. 

4. Jede Kurve, die die unendlich ferne Gerade berührt, 
ist eine Parabel; denn der Pol der unendlich fernen Gerade 
o, der Mittelponkt'"*-' der Kurve, ist der Berttbrnngspunkt 
TOD ö**'^; die konjugierte Stiahleninvolntiou eines Kurven- 
punkt«» aber ist parabolisch'^^'. 

5. Jeder Durchmesser schneidet die Parabel (im un- 
endlich fernen Mittelpunkt und daher'*^^' noch) in einem 
eigentliehen Punkt. — 

Weil die unendlich ferne Gerade eine Tangente ist, so 
wird die Parabel durch vier Stücke bestimmt**'' ^': 
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6. Eine Parabel ist bestimmt dnrcb 3 Punkte und den 
unendlich fernen (Mittel-) Punkt; durch zwei Punkte und 
ihre Tang^enten; doreb 3 Tangenten und den BeiUhruiigs- 
pnnkt der einen; durch i Tangenten. 



ZiirUbnng<"Al: Ä'S.AooBf"'; SooS.ABW; SS, Acoo*"«'; 
SS^aa^ ((w ZI; Fig. 78); Sfftr, /?">; Aoo ffff, ^">; ff ff^ a /?«=). 
le 128.* Die konjagrlerte Involution eines Papabel- 
durchmesseps. Ist eine Parabel durcb zwei Punkte und ihre 
Tangenten ('"'•>, also durch SS^ und T gegeben, ao können 
wir, wenn wir den noch unbekannten, nnendliob fernen 
Punkt der Parabel mit bezeichnen, auf das Kuirendreieck 
5 5^ den Satz Nr. 51^ anwenden. Danach schneidet die 
Seite S, die Tangente S T^s der Gegenecke in einem 
Punkte K, der von S durch die Tangenten »^ und o der 
beiden andern Ecken S, und harmonisch getrennt wird. 
Da s von o im unendlich fernen Punkt geschnitten wird, 
so ist T die Mitte von SÄ"!«'«'. Verbinden wir T mit der 
Mitte C von SS^, so geht TC, weil TCH S^^ ist, durch 
den Mittelpunkt 0: 

1. Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier 
Parabeltangenten mit der Mitte der zugeordneten Be- 
rnhrungBsehne verbindet, ist ein Dorchmesser. — 

Bezeichnen wir den eigentlichen Punkt, in dem die 
Parabel einen Durchmesser schneidet(i^*>, durch A, so sind 
A und der Mittelpunkt die Ordnungspunkte der kotyu- 
gierten Involution"^* des Durdmiessers. Da je zwei kon- 
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JQgierte Pimkte des Durchmessers dorcli A nnd harmoniseh 
getrennt werden "ä**, ao sind sie gleich weit von A entfemf *''•' : 
2. Der eigentliche Punkt, in dem ein Durchmesser 
TOn der Parabel geschnitten wird, ist die Mitte zwischen 
je zwei konjugierten Punkten des Durchmessers. 
129.* Tangrentendpeleek. Es seien SS, A (Fig. 79) i» 
drei beliebige Punkte einer Parabel, von der der unendlich 
ferne Pnnkt sei. Auf das Kurvenviereck S S^A wenden 
wir den Satz Nr. 59 an: Das Diagonaldreieck PQR des 
Karvenvierecks S S^ A ist dasselbe 
wie das Diagonaldreieck des zuge- 
ordneten Kurvenvierseits «s, ao; drei ^^ 
Ecken dieses Vierseits sind die Punkte, 
in denen die drei Seiten des Dia- ; 
gonaldreiecks PQR von der unend- 
Üch fernen Grcrade o geschnitten 
werden; die Gegeneeken TMM^^' 
dieser drei Ecken, in denen sich die nc. is. 

Tangenten »».a schneiden, müssen daher die Mitten (^^»t der 
Seiten des Diagonaldreiecks PQR sein : 

1. Die Tangenten in drei beliebigen Parabelpnnkten 
halbieren die Diagonallinien desjenigen Kurvenviereeke, 
das von den drei Punkten nnd dem unendlich fernen 
Punkt der Parabel gebildet wird. — 

Vermittelst dieses Lehrsatzes ergiebt Bich ans der Figur; 
Dreieck RS^Q = RS^S 
Dreieck RS^K=RS^K 
Dreieck QR A =SS^A 
Dreieck QRk =2 TMM^ 
Dreieck SS^A =2TMM^. 

2. Jedes Kurvendreieck einer Parabel ist doppelt 
so grofs wie das zugeordnete Knrvendreiseit. — 

Schalten wir zwischen S und A einen Parabelpunkt 6 
und zwischen S, und A einen Parabelpunkt f ein nnd 
wenden anf jedes der Kurvendreiecke SAB und Sj A T 
unsern Satz an, so erkennen wir durch anbegrenzt fortge- 
setztes Einschalten von Parabelpunkten, dafs die von der 
beliebigen Sehne SS^ und der Parabel begrenzte FUlche 
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doppelt so grofa ist wie das anrserhalb der Parabel liegende 
Fiachenfltack dea Dreiecks S S^ T; 

3. Das Dreieck, welches von zwei Parabeltangenten 

und ibrer BerllhruiigsBetme gebildet wird, ist | mal so 

grofs wie da» zugehörige Parabelsegment 

10 ISO.* Olelehangr der Parabel. Seben wir eine Parabel 

als gegeben an durch S S, A und T^ <'^* ^, so tnufs, weil 

ÄS, ein Durchmesser ist'"**', der Pnnkt S, (oder S) in 

den unendlich fernen Punkt der 

Parabel fallen <»"•>, so dafs T^O 

[T^S^ die unendlich ferne Gerade**' 

ist. — Wir zeichnen pinen vierten 

Kurvenpunkt 4<*^ ^>, indem wir irgend 

zwei Punkte D und I) (Fig. 80) in 

, den Seiten A und A S des Kurven- 

dreiecks AO S, die mit T^ in einer 

n«- 80- Grerade liegen, ans S und projizieren, 

und bezeichnen die Punkte, in denen die Tangente S Tfy^ 

von A und A geschnitten wird, durch K und K^. Weil 

KD = K^ Dy ist, so ergiebt sieh 

SK _ SK, SK _SK, 

• , , . , 5 K. S A, 
fclSllch: ■^ = -i^. 

Ziehen wir durch A zur Tangente S T^ eine Parallele, 
welche den Durobmeaser S in Q schneidet, und bezeichnen 
SQ^K, A durch x und Q A^=SK^ durch y, so ergiebt 
sich aus der vorstehenden Gleicbnng, dafg Q h^-.S Q^^*;x 
einen konstanten Wert bat. Bezeiehnen wir diesen dnrch 
2 p, so ist 

i/^ = 2pa! 
die Gleichung einer Parabel, bezogen anf ein Achsensystem, 
das gebildet wird von einer beliebigen Tangente und dem 
durch ihren Berührungspunkt gehenden Durchmesser. 
1 131.* Kreis. 

1. Definition: Eim Kurve, för welche die konjugierte 
Straklemnvoliaion des ÜiUelpuniaea «w-faJoH'") ist, keifst ein 
Krei». 
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2. Eine Eture ist ein Kreis, wenn zwei Durchmesser 
auf ihren konjngierten senkrecht stehen"'^-'. 

3. Eine Emre, der die zirkuläre Ponktinvolntion der 
unendlich fernen Grerade konjugiert ist, ist ein Kreis (»Sio-nw. 

4. Der Mittelpunkt des Kreises ist ein elllptiseher 
Punkt Ci*.). 

5. Der Kreis wird toq jedem seiner Durchmesser ge- 
schnittenfi"'. 

6. Zwei Seiten eines Kreisdreiecks, dessen dritte Seite 
ein Durchmesser ist, stehen auf einander sentreeht*"*^ ; oder: 
Der Peripheriewinkel über dem Durchmesser ist ein rechter. 

7. Die Durchmesser eines Kreises sind einander gleich; 
denn die Strecke, welche die Mitte der Hypotenuse mit 

der Gegenecke verbindet, ist halb so grofe wie die Hypo- 
tenuse. — 

8. Das TOn einem beliebigen Punkt anf seine Polare 
gefällte Lot geht durch den Mittelpunkt des Kreises. 

Ist nämlich P ein beliebiger Punkt, so ist dem durch 
P gehenden Durchmesser P das in auf P errichtete 
Lot konjugiert*"'»'; die Polare des Punktes P steht daher, 
weil sie durch den unendlich fernen Punkt dieses Lotes 
gehen mufs*»*'*, senkrecht auf P. — 

Ein besonderer Fall des vorhergehenden Satzes ist: 

9. Jede Kreistangente steht auf dem Radius ihres Be- 
rOhmngspunktes senkrecht; 

denn die Polare eines Ereispunktes \si seine Tan- 
gente*" ^. 

132.* Konstruktion des Kreises. In Nr. 100 haben la 
wir eine Kurve gezeichnet, für welche ein Funkt und zwei 
konjugierte Involutionen gegeben sind. Ein besonderer Fall 
di^er Aufgabe ist die folgende 

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, für welchen ein 
Punkt und eine konjugierte Punktinvolution gegeben dnd. 

"La den gegebenen Stücken tritt noch hinzu die zirkuläre 
Pnnktinvolution der unendlich fernen Gerade o('*'J. Wir 
erhalten daher, der Änaiyei» von Nr. 100 entsprechend, 
indem wir g^ mit der zirkulären Pnnktinvolution o^ zu- 
sammenfalleo lassen, die folgende Konstruktion. — Ist dem 
miendlich fernen Punkte ü von h der Pnnkt H (Fig. 81) 
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homolog, 80 schneidet das in H auf h er rielitete Lot die 

unendlich feine Gerade o in dem dem Fnnkte Ü homologen 
Pnnkte Gf»*.', so dafs dies Lot 
p- die Polare m von U iat(»»«>. Von 
dem gegebenen Pnnkte S fällen 
wir auf u das Lot S Q and wählen 
anf diesem den Punkt L so, dafs 
Q die Mitte von SL ist; von L 
fällen wir auf h das Lot L V 
und von dem Pnnkte V^, der dem 
Punkte r in A^ homolog ist, das 
Lot anf die Verbindungslinie S H, 
welches i f in S^ schneidet. 
Jeder Strahl von S wird dann 
durch den aaf ihm senkrechten 
Strahl von S^ in einem Funkte 

des Kreises geschnitten"i*J. — 

Da alle Kreise die zirkuläre Funktinvolntion gemeinsam 

haben'"'«', so ergiebt sich noch: 

2. Zwei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben, 
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsame*'*!. 

3. Drei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben, 
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam, wenn 
ihre Mittelpunkte in einer Gerade liegeni^^»'. 




§ 11. Die diagonale Involittion. 
a 133. Dfe diagonale Involution. In den Trägem g 
und h, die sich in U schneiden, seien zwei beliebige In- 
volutionen g^ und h^ gegeben. Entspricht dem Schnittpunkt 
U in g^ der Punkt ö und in A* der Punkt ff, m soll die 
Verbindungslinie GH^u die zu (sfA) gehörige i>üi^onaäint6 
beifsen. Femer wollen wir die Involutionen g^ und A* zwei 
Gegenseiten und den Schoittpunkt U ihrer Träger einen 
IMagonalpujikt nennen. 

In der Diagonallinie u konstruieren wir eine Involution 
anf folgendem Wege. Die Involution g* ist gegeben, wenn 
aufser dem Funktpaar ü G noch zwei homologe Funkte € 
und Cj gegeben sind'*"«'; ebenso ist A* durch den Wurf 
ü H.r r^ gegeben. Wird nun die Diagonallinie m von den 



A^tX^t^lC 



§11. Die diagronale InTolution. Nr. 133. 



145 



Geraden C T nnd C, f, in den Pankten A und B geschnitten, 
80 soll die duroh den Worf GH. AB in u bestimmt« In- 
volution die den Gegenseiten (^ /*) zugeordnete diagonale 
Involution heifsen. 

Wir wollen beweisen, dafs die so konstruierte InTolution 
unabliängig ist von der Wahl der Gerade C V. Zuerst zeigen 
wir, dafs jeder andern Gerade i>A, welche durch A geht, 
eine Gerade 7?j A^ entspricht, welche dnrch B gebt. — 
Schneidet ADL (Fig. 82) 
die Gerade C, Tj in X 
und die Verbindungslinie 
U X die Gerade C r in 
E, 80 bilden XEAB 
ein Viereck , von dem 
zwei Paar Gegenseiten 
sowohl ^ als /> in homo- 
logen Punkten sehneiden; 
es müssen daher*^' *' auch 
die Gegenseiten A X und 
B E sowohl g als h in 

homologen Pankten 
schneiden; BE schneidet 

also g in i?, und h in Ajj mit andern Worten, .0, Aj geht 
durch B. Wären wir also statt von C r von D Ä aus- 
gegangen, ao hätten wir denselben Punkt B erhalten. 

Es bleibt noch zn zeigen, dafs ein beliebiger Strahl 
(7E von C und der ihm zugeordnete C^ E, von C, die 
Diagonallinie u in zwei homologen Punkten -d, und B^ der 
durch GH, AB bestimmten Involution sehneiden. — Weil 
Pff. rTj.EE, (die Punkte E und Ej sind in der Figur 
nicht mehr gezeichnet) Punktpaare der Involution h^ sind, 
so ist U HV^äHUV^ E/«ä'J , folglich C (ü H V E) 
A Gl (i/ f7 r^ E,) , folglieh GHAA^^HGBB Diese 
ftojektivität sagt aus*^**, dafs A^ nnd ßj zwei homologe 
Punkte der durch G H. AB bestimmten Involution sind. 




DuTck zwei Gegemeitm g'' 
mtd h^ ist eine Diagonaüime 
U lind in ihr eine Punktinvolu- 
tion u^ bestimmt. IHese den 
Gegenseiten (g h) zugeordnete 
diagonale Invdution u^ i»t mit 

Btgec, BlMBe OeDmatria d« L*ge. 



Durch zwei Gegenecken G^ 
und H* ist ein Biagonalpunkt 
U und in ihm eine S^ahlen- 
involution ü* bestimmt. Diese 
den Gegenecken (G H) zugeord- 
nete diagonale Invdution U* 
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den iTWolutionen g* und h' 
durch die Eigenschaft, verbunden, 
dafg je drei Punkten C f A 
der Träger g b ü, die in einer 
Gerade liegen, drei Punkte 
C^ r, B homolog sind, die wieder 
in einer Gerade liegen. 



ist mit den Involutionen G* 
und H* durch die Eigengchaft 
verbunden, dafsje drei Strahlen 
C y a der Strahlenmittelpunkte 
G H U, die durch einen Punkt 
gehen, drei Strahlen e^ y^ b 
homolog sind, die wieder durch 
einen Punkt gehen. 
Zusatz. Von dem vorstehenden Satze soll noch ein 
zweiter Beweis gegeben werden, da wir von den in ihm 
benutzten SchUlssen später"^^« ' '*'' Gebrancli zo machen 
baben. — Dreht sich ein Strahl a, der g nnd A in C nnd 
r und u in ^ schneidet, nm einen beliebigen Punkt S, so 
beschreibt die Verbindnngslinie a, der homologen Punkte 
C, und r^ einen krummen StrahlenbüBchel'**' ; denn es ist 

Geht der Strahl a durch Ü = gh, so fällt C^ in G 
und r, in H, die Diagonale u ist aJso ein Strahl des 
krummen Busehels, Bezeichnen wir daher m(o,) durch B, 
so besehreiben A und S in m zwei projektive Pnnktreihenl'"'. 
Wenn a durch G geht, fällt o^ in A und daher B m H; 
wenn a durch H geht, fällt o^ in ^ und daher B m G. 
Der Punkt G entspricht also dem, Punkt H zweifach, so dafs 
die von A und B beschriebenen Punktreihen in involutoriscbet 
Lage sind**'^. 

Dreht sieh der Strahl a nm einen andern beliebigen 
Punkt S^, so erhalten wir, wie sich in derselben Weise er- 
giebt, in u wiederum eine Involution; diese ist aber mit der 
ersten identisch<'^<>, weil sie mit ihr aufser dem Funktpaar 
G H noch ein zweites Pnnktpaar gemeinsam hat, dasjenige 
Funktpaar nämlich, welches eich ergiebt, wenn a in die 
Verbindungslinie S S^ fällt 

Anmerkung. Zur Begrtlndung der eingeführten Namen 
weisen wir auf den beeondem Fall hin, dafs die beiden In- 
volutionen g^ nnd A' hyperbolisch sind. Bezeichnen vrir die 
Ordnungepnnkte von t/* durch K und K^, die Ordnungs- 
punkte von A* durch L und /j, und den Punkt, in dem die 
Diagonallinie m von der Verbindnngslinie KL geschnitten 
wird, durch F, so muTs der Funkt F, weil K und L and 
daher auch die Verbindungslinie K L sieh selbst entsprechen, 
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ein Ordnungspunkt der diagonalen Involation u^ sein. Ana 
deneelbes Gründen rnnfs die Verbindungslinie K^ V den 
Träger k in einem sieh gelbst entepreehenden Punkte, also 
in L^ schneiden, bo dafs V ein Diagonalpankt des von den 
Ordmmgspnnkten K K^LL gebildeten Vierecks ist. Eben- 
so ergiebt sich, dafs der Schnittpunkt W der Gegenseiten 
K L^ und K^ L ein Ordnungspankt der diagonalen Inrolation 
«* ist. Die drei Paar Ordnunffspunkte KK^, LL^, V W sitid 
also die drei Paar Gegenecken eines Vierseits, so dafe nnser 
Satz eine Verallgemeinening von Nr. 104, nnd mithin eine 
weitergehende Verailgemeinemng des Ganfsschen Satzes""* ^' 
ist. — Den Inbegriff der beiden Involutionen g^ und ä* 
nennt man sonst wohl imaginäres Viereck; wenn wir auch 
diese Bezeichnung ablehnen, so haben wir doch, um keine 
neuen Namen bilden zu müssen, die Bezeichnungen Gegen- 
seiten, Diagonalpunkt und Diagonallinie beibehalten. 

134. Hauptlnvolutton, Eine beliebige Gerade a, welche im 
die Gegenseiten and ihre Diagonallinie in den Punkten CrA 
schneidet, möge von der Gerade a^, in der die homologen 
Punkte Cj r, B liegen"*", in dem Punkte A geschnitten 
werden. Der Warf Cf .A A bestimmt in a eine Involution'">>, 
die wir die HaupänvoluHon der Gerade a nennen. 

Definition : Zwei Gegen- 
seiten g^ und A* induzieren 
in jeder Gerade a eine In- 
volution, die wir die den 
Gegenseiten {g h) zugeordnete 
HauptinvolutioD von a nennen. 
Ein Panktpaar dieser Haupt- 
involntion a'^ wird gebildet 
von den Punkten C nnd V, 
in denen a von g und h ge- 
schnitten wild; ein zweites 
von den Punkten A und A, 
in denen a = Cr von der 
Diagonallinie u und der Ver- 
bindungslinie der homologen 
Punkte C, und r, geschnitten 
vrird. 

Ztuatz. Geht die Gerade 



Definition : Zwei Gegen- 
ecken G* und H^ induzieren in 
jedem Punkte A eine Involu- 
tion, die wir die den Gegen- 
eeken {G B) zugeordnete 
Hauptinvolutionvon.^ nennen. 
Ein Strahlenpaar dieser Haupt- 
involution Jl* wird gebildet 
von den Strahlen c nnd y, 
welche 6 und H aus A 
projizieren; ein zweites von 
den Strahlen a und a, durch 
welche der Diagonalpnnkt U 
nnd der Schnittpunkt der 
homologen Strahlen c, and 
y, aus A^=cy projiziert 
werden. 

dorch U so dafs C nnd z 
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r in £/ liegen, so ftllt Cj in G und T^ in fl, die Grerade 

5 = C, Tj also in w. Weil mithin die Punkte C and T, 
und A zneammenfallen, so haben wir: 
Geht die Gerade a durch | Liegt der Punkt A in der 
den Diagonalpunkt U, so ist ' Diagonallinie u, so ist seine 
ihre Hauptinyolution hyper- j Hauptinvolntion hyperbolisch 
bolisch nnd hat die Ordnungs- und hat die Ordnungsstrahlen 
punkte U und A. 1 m und a. 

A Anmerkung. Sind die Involutionen g^ und A' hyper- 

bolisch, 80 werden die Punkte C und C^ durch die Ordnungs- 
punkte K nnd K^ harmonisch getrennt***»'. Wir wissen 
daher aus Nr, 104^, dafs A und A zwei homologe Punkte 
derjenigen Involution sind, die die Gegenseiten des Vierecks 
KK^LL, in a ausschneiden; da auch ^ und Ä zwei Gegen- 
seiten dieses Vierecks sind, so sind auch C und T zwei 
homologe Punkte dieser Involution. Unsere Hawptinvolution 
a^ ^CV . Äk ist also ftlr den Fall, dafs g'^ und /** hyper- 
bolisch sind, identisch mit der Involution, welche durch die 
Gegenseiten den von den Ordnungspunkten gebildeten Vierecks in 
a. ausgeschnitten wird^'"^^'. 
a 135. Darstellung zweier Gegenseiten. Bei der 
grofsen Wichtigkeit, welche den Gegenseiten g^ und h- und 
ihrer diagonalen Involution u^ fUr unsere weitem Betrach- 
tungen zukommt, ist es notwendig, sich eine klare Vor- 
stellung zu bilden von der Figur, 
durch welche diese drei Involutionen 
dargestellt werden. — Sie besteht 
ans fünf Geraden {Fig. 83), die be- 
liebig angenommen werden können: 
den Trägem g hu, die das Dreieck 
U G H bilden, und zwei Geraden 
und a,, die die Seiten dieses 
Dreiecks in den Punkten CV A 
"ig. 8s. nnd ß^ [-^ ß^ Qjj^ einander in A 

schneiden. Die Involutionen sind dann 

1. Gegenseiten: g^^UG.CC,; h'^ = UH.VV^\ 

2. Diagonale Involution: u^^G H. A B; 

3. Hauptinvolutionen : a^ = Cr .Afi.; aj = C, T, . ß A. 
i Anmerkung. Da zwei Gegenseiten ein Viereck dar- 
stellen*''' *>, wenn sie hyperbolisch sind, so stellt unsere 
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Fignr eine Verailgemeinenmg des Vierecks Aar; »k üt da- 
her für die fügenden BetracfUungen ebenso wichtig wie ßir die 
früheren dae Viereck. 

136. Konstruktion von homologren Punkten der ik 
dla^nalen Involution. Um weitere Pmiktpaare der dia- 
gonalen Involution GII.AB"^^^ zu erhalten, legt man 
durch A (Fig. 84) einen 
beliebigen Strahl, welcher 
g und hmJ) und A schneidet. 
Die vier Punkte t7, r, i> A 
bilden dann ein Viereck, 
von dem zwei Paar Gegen- 
seiten die Diagonallinie u 

in homologen Punkten 
Bchneideu; es schneiden da- 
herf^* z) auch die Gegenseiten 
C^ A und r^ D die Diagonal- 
linie w in zwei homologen Punkten ff, und fl, der diagonalen 
InrolutioD. 

Zueatz. Da zwei Paar Gegenseiten des Viereoks C, T^-Di z 
auch die Gerade C r — a in homologen Punkten der Haupt- 
involution a^ =^ C r . j1 A"'^'* sehneiden, so schneiden die 
Gegenseiten C, A und f, D auch die Gerade a in homologen 
Punkten ü nnd f der Hanptinvolution. Man erhält alto 
mit den Punktpaaren der diagonalen Involution zugleich die 
Punktpaare der Hauptinvolution a^. 

137. Ordnungrspunkte zweier Oegrenselten und Ihrer w 
dlagronalen Involution. Um aus einzelnen der folgenden 
Sätze besondere Fälle ableiten zu k&nnen, haben wir uns 
mit der Frage zq beschäfiigen, wann die diagonale Involution 
OrdnnngspQnkte hat. 

Sind die Ponktwürfe VG.CC^ (Fig. 83) MnAUH.rr^ 
beide elliptisch, so sind auch die StrahlenwUrfe A(UG .CC) 
und A(f/fl.rr,) beide elliptische'. i, d. h.l'"'» der Strahl 
A(G) wird von dem Strahle A(£/) dorch a und a^ getrennt und 
der Strahl A(fl) wird von A(r/) durch o und o, getrennt; der 
Strahl A(ö) wird also von dem Strahl A(Z/3 durch a und 
«[ nicht getrennt; d. h. die vier Strahlen A (WZ?. ^S) und 
mithin'"'* auch die Pnnkte GH. AB bilden einen hyper- 
bolischen Warf. — Sind UG.CCi und OH.rV, beide 
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hyperbolisch, so ergiebt aich ebenso, dafa GH. AB ein 
hyperbolischer Wnrf ist 

Ist der Wurf UO.CC^ elliptisch, der Wurf UH. T r^ 
hyperbolisch, so wird A(G) von A((7) dnrcb a und <(, ge- 
trennt; A(Zr) dagegen wird von A(ü^) durch a nud a, nicht 
getrennt; folglich wird A(G) von A{ff) getrennt; der Punkt- 
wurf GH. AB ist daher elliptiseh: 



1, Sind die Würfe, welche 
von zwei Geraden in zwei 
Seiten eines Dreiecks be- 
stinunt werden, entwederbeide 
elliptisch oder beide hyper- 
bolisch, so ist der in der 
dritten Seite bestimmte Wurf 
hyperbolieeh. — Ist der eine 
der beiden Würfe elliptisch, 
der andere hyperbolisch, so 
ist der dritte elliptisch. — 



1. Sind die Würfe, welche 
von zwei Punkten in zwei 
Ecken eines Dreiseits be- 
stimmtwerden, entwederbeide 
elliptisch oder beide hyper- 
bolisch, so ist der in der 
dritten Ecke bestimmte Wurf 
hyperbolisch. — Ist der eine 
der beiden Würfe elliptisch, 
der andere hyperbolisch, so 
ist der dritte elliptisch. 



Jeder Wurf bestimmt eine Involution'"'' ; die beiden 
Greraden a und a^ bestimmen daher in den drei Seiten des 
Dreiecks ü G H die'i Involntionen. Sehen wir zwei von diesen 
als Gegenseiten an, so ist die dritte die diagonale Involation: 



2. Wenn die beiden Gege 
Seiten gleichnamige (imgleick- 
namige) Involutionen sind, so 
ist die diagonale Involution 
hyperbolisch [elliptisch). 



Wenn die beiden Gegen 
ecken gleichnamige (ungleich- 
namige) Involutionen sind, »o 
ist die diagonale Involution 
hyperbolisch {elUptisch). 



Sind die Gegenseiten and die diagonale Involution 
hyperbolisch, so bilden, wie wir in Nr. 133 A gesehen haben, 
die Ordnnngspunkte die Gegenecken eines Vierseits, Wir 
können daher dem ersten der beiden vorhergehenden Sätze 
die Form geber 



. Zwei Geraden bestimimen, 
in den drei Seiten eines Drei- 
ecks drei Punktinvolutionen, van 
denen mindestens eine Ordnungs- 
punkte luit. Hohen alte dm 
Ordnungapunkte, so bilden diese 
die Gegenecken eines Vierseits. 



3. Zwei Punkte bestimmen 
in den drei Ecken eines Drei- 
seits drei Strahlemnvolutionen, 
von denen mindestens eine Ord- 
nungsstrahlen ImL Haben aüe 
drei Ordnungssirahlen, so bilden 
diese die Gegenseiten eines 
Vierecks. 

D3t.:f:kvXi00glc 
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138.* Fluchtpunkt und Potenz einer Involution, iss 
Ist X der unendlich ferne Punkt einer geraden Involution 

g^ nnd der ihm homologe, ao heifst der Fluchtpunkt 
der Involution g''. Sind A und A^ irgend zwei weitere 
homologe Pankte von g'^, so ist die Involution g'^ elliptiBcb 
oder hyperbolisch, je nachdem das Pnnktpaar A A^ durch das 
Pnnktpaar X getrennt wird oder nicht getrennt wird***'. 
Da X auf A' A^^"* liegt, so ist demnach die Involation 
elliptisch, wenn auf j4^j liegt; sie ist hyperbolisch, wenn 
auf A ' A^ liegt. Im ersten Falle werden die Strecken 
OA und OA^ in entgegengesetztem, im zweiten in gleichem 
Sinn gemessen. Das Produkt A.O A ist also negativ 
oder positiv'*'*, je nachdem die Involution elliptisch oder 
hyperbolisch ist. Und umgekehrt. — 

Bezeichnen wir die unendlich ferne Gerade doreb oW 
und ihre zirkuläre Involution'"^'* durch o^, so lassen sich 
g^ und 0* als zwei Gegenseiten ansehen, 
deren diagonale Involution wir nach 
Nr. 133 zeichnen wollen. Entspricht 
dem Schnittpunkt X (Fig. 85) der Träger 
g und in g'' der Punkt und in o* 
der Punkt Y, so ist Y die Diagonale ; 
weil aber X nnd Y dnreh zwei 
homologe Punkte X und Y der 
zirkulären Involution gehen, so ist Y 
das in auf g errichtete Lot'"-'*, Sind ^ ^ 

nun A und A^ irgend zwei homologe "ü-™- 

Pnnkte von g'^ und E und E^ zwei homologe Punkte der 
diagonalen Involution, so müssen die Geraden A E und 
A^ E^ , weil sie auch die unendlich ferne Gerade in zwei 
homologen Punkten der zirkulären Involution schneiden*'**', 
auf einander senkrecht stehen"^^«*. Es sind also AA^ EE, 
die Ecken eines Vierecks, dessen Gegenseiten auf einander 
senkrecht stehenl"^'*. 

Da die Seiten des Dreiecks A E^ senkrecht stehen 
auf denen des Dreiecks .EO^^, also Dreieck .4 0.^ — EOÄ^ 
ist, so haben wir die Vn^oition OA: E^OE^iO A^. 
Da die zirkuläre Involution elliptisch ist'"^"*, so sind die 
Involution g^ und die diagonale Involution ungleichnamig"*''*. 
Von den Produkten OA.OA, und OE.OE. ist also 
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daa eine positiv, das andere negativ, so dafs sich aus unserer 
Proportion ergiebt: 

OA.OA^ = —OE.OE,. 
Halten wir die homologen Punkte E nnd E der diagonalen 
Involution fest und lassen den Punkt A und damit auch A^ 
den Träger g durchlaufen, so erkennen wir, dafs daa 
Produkt A . Aj seinen Wert nicht ändert. 

Lehrsatz: Der Fluchtpunkt einer Punktinvolution teilt 
jede von zwei Itomdogen Punkten begrenzte Strecke $o, 
daas das Produkt aus den beiden Teilstrecken konstant ist. 
Dies konstante Produkt wird die Potenz der Involution 
Die Potenz einer elliptischen Involution ist 
die Potenz einer hyperbolischen Involution ist 
pontiv. 

s 139.* Konstruktion von Fluchtpunkt und Potenz. 
Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Strahlen A E und A^ E^ 
(Fig, 85) durch S, so ist, weil die Punkte A E, 5 in einem 
Kreise liegen, nach einem planimetrischen ^3Xz ES.EA 
^EE^.EO. Das Produkt £' S .£ ^ bleibt also, wenn vi 
den Träger g durchläuft, unverändert. In der Planimetrie 
wird das Produkt ES.EA die Potenz des Punktes .E ittr 
den -über dem Durchmesser A A^ konstruierten Kreis ge- 
nannt. Da, wie wir eben gesehen haben, für einen Kreis, 
der durch irgend ein anderes Pnnktpaar B B^ von g^ be- 
stimmt ist, die Potenz des Punktes E dieselbe ist, so ist E 
ein Punkt der Potenzlinie der beiden über A A^ und B S, 
als Durchmesser konstruierten Kreise. Aus dieser Bemer- 
ktrng ergiebt sich, dafs die planimetriscbe Aufgabe: Die 
Potenzlinie (Chordale) zweier Kreise zu zeichnen, dazu ver- 
wandt werden kann, den Fluchtpunkt und die Potenz einer 
Involution g^ zu finden (vgl. 191 Z}. 

1. Elliptische Involution: Da fllr zwei Kreise, die sieh 
schneiden, die Potenzlinie die gemeinsame Sehne ist, ao 
lässt sich fUr eine elliptische Involution, die durch die beiden 
eich trennenden Punktpaare A A^ und B B^ gegeben sein 
möge, der Fluchtpunkt durch die folgende Konstruktion be- 
stimmen. Man sehlägt über den Durehniessern A A nnd B B^ 
zwei Kreise, die sich in Q und R sehneiden; die Verbin- 
dungslinie Q Ji schneidet g in dem gesuchten Fluchtpunkt 
und — Q* ist die Potenz der Involution g^. 
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2. Hyperholiaclie Involution: Ist die gegebene Involutioti 



i noch einen dritten Kreis {Fig. 8ö), 




hyperbolisch, so hat 
der die beiden über 
AA^ ani B B^ ge- 
schlagenen Kreise 
sehneidet, zu zeich- 
nen und von dem 
Schnittpankt der ge- 
meinsamen Sehnen 
das Lot auf g zn 
fallen. 

3. Sind von einer hyperbolischen Involution die Ord- 
ntuigspnniite K und K^ bekannt, so ist die Mitte von KK^, 
weil dem unendlich fernen Punkte homolog istC**» ""^ *'•), 
der Fluchtpunkt und -\- K'^ die Potenz von g"^. 

i. Ist die hyperbolische Involution durch die beideo 
Punktpaare .d .^j und BB gegeben, so können wir mit 
Hülfe des Fluchtpunktes ö die Ordnnngspunkte finden. 
Ziehen wir von (Fig. 8Ö) die Tangente an einen der beiden 
über A j4, und B B^ konstruierten Kreise, so trifft der mit 
der Tangente um geschlagene Kreis den Träger g in den 
Ordnungapunkten K und K^. 

5. Ist der Fluchtpunkt der hyperbolischen Involution 
nicht gegeben, so lassen sieh die Ordnungspunkte finden 
(entweder nach Nr, 80 Z oder), indem mau aus einem be- 
liebigen Punkte 5 des über dem Durchmesser -4 ^^ ge- 
schlagenen Kreises die Punkte B und B^ auf die Peripherie 
projiziert und von dem Punkte, in dem die Verbindungslinie 
der erhaltenen Punkte B uud ß, den Träger sehneidet, 
Tangenten an den Kreis zieht. Projiziert man die Berührungs- 
punkte dieser Tangenten wieder aus 5 auf den Träger, 
80 erhält man die Orduungspunkte der geraden Involution 
AA^.B 5,. 

6. In den Anwendungen unserer Sätze auf die Geometrie 
des Mafses werden wir noch häufig die Potenz einer Invo- 
lution, die einer Kurve konjugiert ist, zu bilden haben^ an 
dieser Stelle wollen wir die Potenz einer dem Kreise kon- 
jugierten Involution bestimiuen. — Da jedem Kreise die 
zirkuläre Punkttuvolution konjugiert ist"*'«', so ist die Polare 
des unendlich fernen Punktes X des Trägers g der Durch- 
messer, welcher senkrecht auf </ steht. Neunen vrir also den 
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Kreiamittelpunkt E {Fig. 85) und fällen von ihm auf g das 
Lot E 0, 80 iat der Floehtpankt"^'' der koiyngierten In- 
volntion g^. — Ist femer Ä ein beliebiger Punkt von g, so 
geht Beine Polare durch den m E liegendent^"*' Pol E^ 
von g and steht auf dem Durchmesser A E senkrecht*'"''. 
Sehneidet diese Polare von Ä den Träger g in Ä^, so sind 
A und A^ zwei konjugierte Funkte. Nach Nr. 138 ist daher 
A.O A^ die Potenz der konjugierten Involution g'^ und 
gleich — OE.OE^. Nun ist»" 

OE.0E^ = 0E.{0E-\-EE^)=0E^ — E0.EE^. 
Da E der Mittelpunkt des Kreises ist, so ist die konju^erte 
Involution von E hyperbolisch""«' und zwar gleich r*"»'''. 
Von dieser konjugierten Involution sind aber, weil nach 
unserer Konstruktion E^ der Pol von g ist, E^ und zwei 
konjugierte Punkte; daher ist EO.EE^^r'^. Bezeichnen 
wir noch den Abstand E des Trägers g vom Kreismittel- 
punkt durch d, so haben wir gefunden, daCs die Potenz der 
dem Kreiae konjugierten Involution 3^ ist 
OA.OA, ^r^ — d\ 
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to 140* Steinersche Parabel. Ist k^ eine beliebige Kurve 
und X eine ihrer beiden ÄehsenC'*', so schneidet x die un- 
eigentliche Gerade in einem Punkte X, der dem Pol Y von 
X in der zirkulären Punktinvolution 0- homolog istf"*!'. Jeder 
Strahl von Y, d. h. jede der Achse konjugierte Gerade steht 
daher auf der Achse senkrechte*^'': 

1. Jede einer Achse konjugierte Gerade steht auf 
der Achse senkrecht — 

Ist a eine beliebige Gerade (nicht etwa eine der Achsen) 
und A^ ihr Pol fUr die Kurve k^, so giebt es unter den 
durch Aj gehenden Strahlen einen, der a^ a senkrecht steht. 
Schneidet nämlich a die uneigentliche Gerade im Punkte A 
und ist Aj der dem Punkte A homologe Punkt in o*, so ist 
die Verbindungslinie .il^ A^ ^«1, weil sie durch Ä^ geht, 
der Gerade a konjugiert und, weil sie durch Aj gebt, ein 
Lot auf ai"**'. Nennen wir a^ kurz das der Gerade a kon- 
jugierte Lot, so haben wir: 



A^tX^t^lC 



§ 12. Die fokale InTolution. Nr. 140—141. 155 

2. Za jeder Gerade, welche nicht mit einer der 
Achsen znsamment^llt, giebt es ein konjugiertes Lot. 

Ferner ergiebt sich ans Nr. 113: 

3. Durch jeden Punkt gehen zwei einander konju- 
gierte Lote. — 

Geht der Strahl a dnrch den Kurvenmittelpnnkt 0, so 
ist sein Pol Aj ein uneigentlicher Punkte'*'*; die Verbindungs- 
linie Ä^ A^ ist daher die nneigentliehe Gerade : 

4. Das einem [nicht mit einer der Achsen zusammen- 
fallenden) Durchmesser koiuugierte Lot ist die un- 
eigentliche Gerade. — 

Dreht sich a um einen Punkt P, der in keiner der 
beiden Achsen liegt, so besehreibt der Pol Ä^ in der Polare p 
Ton P eine dem StrahlenbUschel P projektive Punktreihe'^'W 
und der Punkt A^, welcher dem Schnit^nnkt o(a) = ^ in o^ 
homolog ist, in o eine zu a projektive Punktreihe***''. Die 
Verbindungslinie A^^^:=a^ umhüllt (•"' daher eine Kurve 
zweiter Ordnung und zwar eine Parabel"'^*', weil o als 
Träger der einen Pnnktreihe eine Tangente isti*". — Liegt 
dagegen P z. B. in der Achse x, so ist x einer der Strahlen 
von P; da der Pol Y von x zugleich der dem Punkte X 
^=o{x) in 0* homologe Funkt ist, so fallen A, und A^ gleich- 
zeitig in Y. Die beiden von A, und A, in p und o be- 
schriebenen projektiven Punktreihen haben daher Perspektive 
Lage**** und die konjugierten Lote bilden zwei gerade S^ahlen- 
böschel i*! und Yf**>; der parabolische Bösehel zerfällt, wie 
vrir sagen, in zwei gerade StrahlenbUschel: 

5. Die lien StraJikn eines geraden BüaelieU P konju- 
gierten Lote bUdeti einen projektiven parabolischen Büecliel. 
Dieser Büschel lieifst die Steinersche ParabeL 

6. Die Steinersclie Parabel eerfäUt in zwei gerade 
Strahknbüsc/iel, wenn P in einer der beiden Achsen liegt. 

141.* Fokale iBVolutlonen. Geht der Strahl a des u 
Punktes P durch den nneigentliehen Punkt X der Achse x, 
d. h. fällt o (a) = A in X, so fällt A, in den Pol Y von 
^u4,). ^gj p^)i ^^ yßu a liegt, weil a durch X geht, in der 
Polare y von X«".); die Verbindungslinie A^ \, das konju- 
gierte Lot, iBt daher die zweite Achse y. Da dasselbe von 
X gilt, wenn a parallel y ist, so ergiebt sich: 
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1. Die beiden ÄcbseD sind Tangenten jeder Steiner- 
sehen Parabel, — 

Die einander konjugierten Lote, welche durch P 
gehen*'**''*, sind Tangenten der dem geraden Btlscbel P zu- 
geordneten SteinerBchen Parabel; daher""«': 

2. Die einem Punkte P zugeordnete Parabel ist be- 
stimmt durch die beiden Äclisen der Kurve und die beiden 
ktmjugierien Lote, welche durch P gehen. — 

Weil die Achsen Taugenten der Steineraehen Parabel 
sind, sehneiden die Strahlen a des geraden BUaeliels P jede 
Aebae in einer Punktreihe, die projektiv ist zu der von den 
homologen Strahlen des parabolischen Btlschels ausgeschnit- 
tenen Punktreihe"*''»'. Gebt a dnrch X, so ist y, wie wir 
eben sahen, das konjugierte Lot; dem Punkte X ist daher 
der Schnittpunkt xy=0, der Mittelpunkt der Kurve, homo- 
log; geht der Strahl a durch 0, so ist ihm die uneigentliche 
Gerade homolog"*"'', dem Punkt also der Punkt X. Die 
beiden in x liegenden projektiven Punktreihen bilden 
daher**''' eine Involution. — Ist ^ irgend ein zweiter Punkt, 
80 ergiebt sich für ihn ebenso, dafs seine Strahlen und die 
ihnen konjugierten Lote die Achse in Punktpaaren einer 
Involution schneiden, von der X und zwei homologe 
Punkte sind. Da der Strahlenbüsehel Q mit dem eben be- 
trachteten P einen Strahl gemeinsam hat (vgl, 133 Z), so 
haben die beiden durch P und Qm x induzierten Involutionen 
auch noch das Punktpaar gemeinsam, welches von diesem 
Strahl P Q und seinem konjugierten Lote ausgeschnitten 
wird; die beiden Involutionen sind daher identiseh**^''. Das 
Ergebnis sprechen wir durch eine Definition und einen Lehr- 
satz aus. 

3. Definition: Die Involution, welche durch einen 
beliebigen geraden Büschel und die ihm konjugierten 
Lote in einer Achse bestimmt wird, heifst eine fokale 
Involution. 

4. Lehrsatz; Jeder StraJd und das ilim konjugi&'te 
Lot schneiden jede der beiden Äciisen in zwei homologen 
Punkten der fokalen Involution. — 

Ist P ein Knrvenpunkt, so ist seine Tangente zugleich 
seine Polare'**^'; das in dem Knrvenpnnkte P auf der 
Tangente errichtete Lot, das wir die Normale des Punktes P 
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nennen wollen, ist daher das konjugierte, so dafs wir als 
besondem Fall des vorhergehenden Satees den folgenden 
aussprechen können : 

5. Tangente nnd Normale eines Korvenpnnktes 

schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen 

Punkten der fokalen Involution. — 
6. Femer folgt noch für den Fall, dafs P ein Punkt 
einer Achse ist, der zugeordnete parabolische Büschel also 
in zwei gerade Büschel i*, und Y zerfällt« !"•>, dafs P und 
P^ zwei homologe Paukte der fokalen Involution sind. 

142,* Brennpunkte. Wenn die Achsen x und y von dem i4a 
Strahl o in .S nnd C und von dem ihm konjugierten Lot o^ 
in £, nnd C, geschnitten werden, so sind B und B^ zwei 
homologe Punkte der fokalen Involution x'' und C und C^ 
zwei homologe Punkte der fokalen Involution y* <'"■*. Da 
a nnd öj durch zwei homologe Punkte A und A der zirku- 
lären Punktinvolution gehen, so lassen sich die beiden fokalen 
Involutionen auffassen als zwei Gegenseiten f^**', deren diago- 
nale Involution die zirkuläre Punktinvolution o^ ist. Da die 
zirkuläre Involution elliptisch ist""^', so haben wiri'^'"); 

1. Von den beiden fokalen Involutionen ist die eine 
elliptisch, die andere hyperbolisch. — Die Achse, 
welche der Träger der hyperbolischen Involution ist, 
heiCst die Hauptachse, die andere die Nebenackse. — 
Die in der Hauptachse liegenden Ordnungspunkte der 
fokalen Involution heifsen die Brennpunkte der Kurve. — 

Jeder Strahl eines Brennpunktes F wird von dem ihm 
konjugierten Lote in F geschnitten*'*'*', mit andern Worten : 
die konjugierten Strahlen des Brennpunktes stehen aufein- 
ander senkrecht t 

2. IHe konjugierte StrahUninvolution jedes Brenn- 
punktes ist drhilar. — 

Bilden die den Strahlen eines Punktes P konjugierten 
Lote einen geraden StrahlenbUschel P,, so mufa P ein 
Punkt der Achse sein''*'" und der Mittelpunkt P^ des 
von den konjugierten Loten gebildeten geraden Bttschels 
mufs der dem Punkte P in der fokalen Involution homologe 
gein("'»>. — Ist die konjugierte Strahleninvolution eines 
Punktes P zirknlar, so heifst das; die den Strahlen von P 

[■;i-..j.v. Google 
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bonjngierten Lote bilden einen geraden Bttschel, dessen 
Mittelpunkt mit P zaeammenfällt ; der Mittelpunkt mnfs also 
ein Ch'dnnngspünkt der fokalen Involntion, d. h. ein Brenn- 
punkt sein: 

3. Ein Punkt, dessen koiyngierte Strahleninvolntion 
zirkulär ist, ist ein Brennpankt. — 

Sind une fllr eine Kurve die beiden Brennpunkte F und 
G gegeben, so ist ihre Verbindungslinie die Hauptachee x. 
Da der uneigentliche Punkt X der Hauptachse x in der 
fokalen Involution, wie wir in der Begründung von Nr, 141^ 
sahen, dem Knrvenraittelpnnkt homolog ist, so ist die 
Mittef**«* von F der Kurvenmittelpunkt, das Mittellot von 
FG also die Nebenaehse. — Je zwei aufeinander senkrechte 
Strahlen von F schneiden die Nebenaehse in homologen 
Punkten der fokalen Involution"*'«' : 

4. Sind uns von einer Kurve die beiden Brenn- 
punkte F und G gegeben, so ist F G die Hauptachse 
und das Mittellot von F G die Nebenachse. — Die 
fokale Involution der Nebenacbse liegt perspektiv zur 
koiyugierten (zirkulären) Strahleninvolution jedes Brenn- 
punktes. — 

Die konjugierten Lote, die durch einen Punkt i* 
gehen''*"^, schneiden die Hauptachse in homologen Punkten 
der fokalen Involution"*"'' und bilden daher mit PF und 
P & einen harmonischeu Wurfc^*"', Nennen wir die durch 
einen Brennpunkt gehenden Strahlen PF und PG kurz 
BrenuBirahlen, so haben wir'^*«': 

5. Die konjugierten Lote eines beliebigen Punktes P 
halbieren die von den Brennstrahlen P F und P G ge- 
bildeten Winkel. 

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende 
(vgl. 141,): 

6. Tangente und Normale eines Korvenpnnktes hal- 
bieren die von den Brennstrahlen des Kurrenpnnktes 
gebildeten Winkel. 

« 143.* Hauptkreis. Da die konjugierte StrahleninvolntioD 
des Brennpunktes zirkulär"*^', also elliptisch""-' ist, so ist 
die konjugierte Punktinvolution der Hauptachse, weil diese 
ein Strahl des Brennpunktes ist, hyperbolisch""": 
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1. Die Punkte, in denen die Hauptachse die Kuire 
schneidet, heifsen die (Haupt-) -Sc/ieiiei''^'* der Kurve. 

Wir bezeichnen die Scheitel der Kurve stets durch Ä 
und A^ und die Strecke A A^, die Länge der Hauptachse, 
durch 2a. — Der Kreis, dessen Mittelpuiit mit dem Kurven- 
mittelpunkt zQsammenföllt und dessen Radins A ist, 
hat so vielerlei Beziehungen zur Kurve, dafs man fttr ihn 
einen besonderen Namen eingeltlhrt hat. 

2. Definition: Der Kreis, welcher die Hauptachse 
der Kurve zum Durchmesser hat, heifst der der Kurve 
zugeordnete Hau}>tkrds {oder der Scheitelkreis), 

3. Die der Kurve konjugierte Involution der Haupt- 
achse ist dieselbe wie die dem Hauptkreise konjugierte 
Involution, 

nämlich die durch die Ordnungspunkte A und A^ bestimmte. 
Da ferner dem uneigentliehen Punkte X der Hauptachse x in 
der zirkulären Punktinvolution o^ der Pol Y von x homolog 
ist'"*«' und jedem Kreise die zirkuläre Pnnktinvolution kon- 
jugiert ist'^''"', 80 hat die Hauptachse fljr die Kurve und 
den Hauptkreis denselben Pol. Die Strahlen von Y, d. h.<"*<' 
die Lote der Hauptachse, haben daher für die Kurve und 
den Hauptkreis dieselben Pole"^«'. 

Sind nun YiQ) (Fig. 87) und Y{R) irgend zwei Strahlen 
von y, und Q, und iSj ihre Pole und C irgend ein Punkt 
in Y{Q), 80 geht sowohl die Polare 
y des Punktes C für die Kurve als 
auch die Polare e des Punktes C 
tttr den Kreis durch Q, , und y 
schneidet Y[Q) in dem dem Bankte 
C fttr die Kurve konjugierten Punkte 
r^ und c schneidet Y{Q) in dem 
dem Punkte C tüi den Hauptkreis 
konjugierten Punkte C,. Wird Y{E) - 
von y und c in A^ und D ge- 
schnitten, 80 ist Ii^ C die Polare ^'' "' 
des Punktes A, ftir die Kurve und die Polare des Punktes i>, 
flir den Kreis*»^.). Schneidet daher Ü, C das Lot Y(R) in B, 
so sind D und Ä, einander fttr die Kurve und D und D- 
einander für den Hauptkreis koiyngiert. Da die Punkte Q 
und R, welche dem Punkte Y sowohl fttr die Kurve wie 
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fUr den Kreis konjugiert sind, die Fluchtpunkte der konjugier- 
ten Involutionen von Y{Q) und Y {R) sind, so haben wir 
in Y(Q) füi die Kurve die Potenz QC-QT/''^) und ftr 
den Hauptkreis die Potenz QC .QC^; dae Verhältnis der 
beiden Potenzen ist also QT^.QCj. Entsprechend haben 
wir in Y (Ä) die Potenzen RD.Rh^ und RD.RD^ und 
das Verhältnis RL.^: RD^. Da nun nach einem Satz der 
Proportionenlebre 

ist, 80 haben wir: 

4. Die Potenzen der Involutionen, welc/ie der Kurve 
und iitrem Haupth-eise in einem Lote der HauptacJise 
konjugiert sind, Jmben ein konstantes Verli&ltnis. 
Zu den Loten der Hauptachse gehört auch die Neben- 
achBe"^^"*, in welcher der Hauptkreis eine Involution erzeugt, 
deren Potenz -\- o"^ ist*'*""*. Bezeichnen wir die Involutiona- 
potenz, welche die Kurve in der Nebenaehse induziert, durch 
"\ 80 ist das konstante Verhältnis der Involntionspotenzen 
j : o^. — Wählen wir ein Lot Y(Q), welches die Kurve m 
schneidet, so ist, wenn wir QS=^y und Q = x setzen, 
die Potenz dieses Lotes ffir die Kurve 4- y*('S»,) n^^ fy^ (Jen 
Hauptkreis a* — a;*"**'J. Es ist daher y^:a* — «* ^^5j : a*. 
— Damit haben vrir zum zweiten Male (vgl. 126) die Kurven- 
gleichuQg abgeleitet, und zwar ftlr ein Koordinatensystem, 
dessen Achsen mit den Knrvenachaen zusammenfallen. Ist 
die Kurve eine Ellipse, so schneidet die Nebenachse die 
Knrve<'"'l, die Potenz [b] ist also positiv :-]- i*!'»"''; ist sie 
eine Hyperbel, so ist [6] negativ: — fiäogi.i^ g^, j^g gj^j, 
ergiebt als Gleichung 

ftlr die Ellipse: -^ + fi-=li 
ftlr die Hyperbel: -^ — -|j-=l, 

z Zueatz. Die eben entwickelte Knrvengleiehung ist nur 
ein besonderer Fall der in Nr. 126 abgeleiteten, welche auf 
zwei beliebige konjugierte Durchmesser als Achsen bezogen 
war. Auch diese allgemeine Gleichung läfst sieh mit HUlfe 
des hier verwendeten Begriffs der Potenz einer Involntion 
ableiten. — Ist uns die Kurve durch SS^ A und Tood^^) 
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gegeben, so ist, wenn die Mitte von S S^ ist, T<x> 
(Fig. 88) der dem Dnrehmesaer S S^ konjugierte. Er wird, 
weil er durch den Pol T<x> der Seite 5S, des Kurven- 
dreießkB S S, A geht, yon den beiden andern Seiten AS 
und AS, in zwei konjugierten 
Punkten A und Ä^ gesehnitteni**"'. 
Da der Fluchtpunkt n^«) von 
Too ist, 30 ist die Potenz der 

koiyugierten InvolatioD von 
OTcc:[b]^OA.O A^. Ziehen 
wir Q A parallel Tod und be- 
zeichnen Q durch X, Qk durch 
y und S^^~ S durch a, so 
ergiebt sich; 

Qk:OA = SQ:SO anA QA:OA,=S,Q:S^O, 
woraus unter Berücksichtigung der Zeiehenregel'*'' folgt: 
ya_ (SO+OQ){S^O-\.OQ) _ a^-^^ 
[b] Oti^.OS a* " 

144* Konstruktion der Ellipse aus ihren beiden i» 
Achsen''"'. Für eine Ellipse''*''' sowohl wie fttr einenKreiB<'*''> 
ist der Mittelpunkt ein elliptischer Punkt. Eb ist also, wenn 
wir die Bezeichnung der vorigen Nummer (Fig. 87) beibehalten, 
y(ö) eine byperboliecbe Gerade""'" und folglicb'""'' auch 
jeder Strahl YiQ], der von Y{0) durch die Scheitettangenten 
r(.4) und Y(A,) nicht getrennt wird; mit andern Worten: 
jedes in einem Punkte der Hauptachse A 4^(*l errichtete 
Lot schneidet sowohl die Ellipse wie ihren Hauptkreis, 
Errichten wir in einem solchen auf A A^ liegenden Punkte 
Q das Lot und nennen seine Schnittpunkte mit der Ellipse 
nnd dem Hauptkreise P und f,, eo sind Q P'' und QP^ 
die Potenzen*'*'"' der der Ellipse und dem Hauptkreise kon- 
jugierten Involutionen des Lotes; es ist daher<'**<> QP: QP^ 

Auf jedem Lote der Hauptachse werden von der 
Ellipse und ihrem Hauptkreise zwei Sehnen begrenzt, 
deren Verhältnis konstant ist, und zwar gleich dem 
Verhältnis der Nebenachse zur Hauptachse. 
Ziehen wir durch den Ellipsenpnnkt P (Fig. 89) zum 
Ereisradius P^ die Parallele, welche die Hauptachse in C, 
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die NebenachBe in D achneidet, 90 \si PC: P^O^QP: QP. 
^h:a; folglich ist, da P, 0= a ist, PC=b. P-ö ist gleich 
P^O^^a. Daraus ergiebt eich eine in der Darstellenden 
Geometrie viel benatzte Kon- 
Btmktion einer Ellipse, von der 
die beiden Achsen gegeben sind: 
Man trägt auf einem Papier- 
streifen (Fig. 89) PD ^ a und 
PC^=b ab und bevregt ihn so, 
dafs C auf der Hauptachse und 
D auf der Nebenachse gleitet; 
die mit der Bleifeder be- 
zeichneten Lagen des Punktes 
P sind dann Eüipseupunkte. — 
WeU, wie wir bei der BegrUndong von Nr. HSg sahen, 
jedes Lot der Hauptachse fUr die Ellipse und den Haupi- 
kreia denselben Punkt als Pol hat, so geht die Ellipsen- 
tangente in P durch den Punkt, in dem die Kreistangente 
in P, die Hauptachse schneidet'^*''. Diese Bemerkung 
wird in der Darstellenden Greometrie tai Konstruktion einer 
Ellipsentangente gebraucht. 

< 145.'^ Kurve aus den beiden Brennpunkten und 
einer Tangente. Ist uns für eine Kurve ein Brennpunkt 
G gegeben, so kennen wir, da die konjugierte Strahlen- 
involution des Brennpunktes zirkulär ist<"*"i, die der Kurve 
in G konjugierte Strahleninvolution. Aus dieser Bemerkung 
ergiebt sich die Lösung der 

Aufgabe""*' : Eine Kurve zu. zeichnen, von der die beiden 
Brmnpunkte und eine Tangente gegeben sind. 
Die beiden Brennpunkte bezeichnen wir durch G und 
H, die gegebene Tangente durch s. Da je zwei homologe 
Strahlen c und e^ der Strahleninvolution G^ auf einander 
senkrecht stehen und ebenso je zwei homologe Strahlen y 
und y^ von IP, so ist der Verbindungslinie GII^u in 
G* das Lot g auf « und in H^ das Lot h auf m homolog; 
den unendlich fernen Schnittpunkt di^er Lote g und /( 
nennen, wir U. — Die gesuchte Kurve erhalten wir nun 
durch Übertragung der in Nr. 100 gegebenen Konstruktion 
ins Dualet'i: 

Werden die Punkte, in denen die gegebene Gerade « 
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(Fig. 90) von den Seiten h und m des DreiBeit« g-Aw ge- 
sehDitten wird, ans den Gegenecken G nnd U dnrch c nnd 
(j projiziert, wird femer der Schnittpunkt c q aus der Ecke 
H dnreh y projiziert, so ist 
die Verbindungslinie von gy 
nnd Cj y, eine Taugente. Be- 
zeichnen wir diese durch *,, 
so sind die VerbindungBÜnien 
der Punkte, in denen s und 
s^ TOD den homologen Strahlen 
der zirkulären Involution tf' 
gescbnitten werden, Tangenten 
der gesuchten Kurve. 

Anmerkung. Aus dem Be- 
weise zu Nr. 100 ergiebt sieh 
dual: Weil «(w) und $^{g), 
s(c) und s,(ci) (Fig. 90) auf 
homologen Strahlen von (?^ 
liegen, so sind ihre Ver- 
bindungslinien / und /, Tangenten der Kurve. Wie das 
Vieraeit ghcy zeigt, ist die Diagonallinie q von w durch a 
und l harmoniscli getrennf^^* ; gq = ü wird daher<^''l aus 
s Sj dnrch den von G durch n und », harmonisch getrennten 
Strahl (jj, d. i.<'^'' die Polare von G, projiziert. 

Zusatz. Wiederholt man die Konstruktion ftlr den Fall, z 
daTs der Brennpunkt H ein nneigentlicher Punkt, also h die 
nneigentliche Gerade ist, so ergiebt sieh s || c und s^ || c, ; 
die Verbindungslinie der Schnittpunkte «(c) und s, (c,), die 
Tangente /,, ist daher die uueigentliche Gerade und Bomit<'^'<> 
die Kurve eine Parabel: 

Liegt der eine der beiden Brennpunkte unendlich 
fem, 80 ist die Kurve eine Parabel. 

146.* Blchtllnle, Die in der vorigen Nummer'^*" *' kon- •*• 
etmierte Polare g^ des Brennpunktes G hat eine besondere 
Wichtigkeit und daher einen besondern Namen, den wir 
einführen durch die 

1. Definition: Die Polare eines Brennpunktes heifst 
Richtlinie (oder Direktrix). — 

Statt der Buchstaben G und H, dnreh die wir in 
Nr. 145 die Brennpunkte bezeichneten, wollen wir uns von 
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jeM an wieder der bis dahin gebraaehten Bnclistabeii F 
ond G bedienen mid dem entsprechend die Polaren von F 
und G, die Richtlinien, durch / und g bezeichnen. Ist nnn 
T ein behebiger Punkt der Richtlinie /, so geht seine 
Polare durch den Punkt F und Bteht, da sie dem Brenn- 
strahl FT konjugiert ist^'*'», senkrecht auf T F-^*'^^: 

2. Die Polare eines Punktes T der Richtlinie f ist 
das im Brennpunkt F auf T F erriektete Lot. 

Ist demnach Y der uneigentliche Pnnkt der Richtlinie 
/, so ist seine Polare daa von F auf / gefällte Lot FF^; 
dieses sehneidet die nneigentliehe Gerade o in dem dem 
Punkte Y homologen Punkte X der zirkulären Punkt- 
inrolntion, ist also eine AchBe""'' der Knrve und, weil es 
durch F geht, die Hauptachse*"^^* ; 

3. Das von einem Brennpunkt auf seine Richtlinie 
gefällte Lot ist die Hauptachse. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall des folgenden. — 
Weil die koiyugierte Strahleninvolution eines Brennpunktes 
F elliptisch istf^i), so ist die Richtlinie / eine elliptische 
Gerade'""''>; durch jeden Punkt T von / gehen daJier"*"' 
zwei Tangenten s und s^, die als Oruiungsstrahlen die 
konjugierte Involution von T bestimmen'*^'' und daher die 
Polare von T in zwei Kurvenpunkten schneiden'*^«*: 

4. Wenn T ein Pnnkt der Richtlinie / ist, so schneidet 
das in dem Brennpunkte F auf TF errichtete Lot die 
von T aasgehenden Tangenten in zwei Eurrenpunkten. 

Man giebt diesem Satze auch wohl die Form: Die auf 
einer Tangente durch ihren Bertlhrangspnnkt und eine Richt- 
linie begrenzte Strecke erscheint in dem zugeordneten Brenn- 
punkt unter einem rechten Winkel. — 

Schneidet die Polare eines beliebigen 
Punktes T (Fig. 91) der Richtlinie /.die 
Nebenachse in C, so folgt aus der Ähn- 
lichkeit der Dreiecke OGF und F^FT: 
OC.F^T=OF.FF^. Die Polare von 
Kg. 91. C geht durch T und ist der Hauptachse 

parallel"°<^; schneidet sie die Nebenachse 
in C^, 80 ist C . C^ die Potenz'^**' der konjugierten 
Involution der Nebenaehse, die wir vrieder mit [b] be- 
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zeiohneii wollen. Wir haben daher die aneh im Vorzeichen 
richtige Gleichung 

^\ = OC.OC^^O C.F, T= OF.FF^. 

Ferner iat'*"' 
OF.FF^ = F .{F -\- F^) =^ — F* -\- F . F^. 

Dafl Produkt OF.OF^ ist die Involntionspotenz der 
Hauptachse, also OF. 0F^ ^^a^c**»'; bezeichnen wir noch 
F^^ ^ G F durch e, so haben wir 
5.a'~e' = [b]. 

147.* ZweltesP"» Kennzeichen ftip die Ellipse und »7 
die Hyperbel, Ist eine Karre durch die beiden Brenn- 
punkte F und G und eine Tangente f gegeben(>^°), so 
lafst sich ein Kennzeichen dafür angeben, ob die Kurve 

eine Ellipse oder Hyperbel ist. ~ ~ 

( (Fig. 92) die Hauptachse x in 
B und die Nebenachse y in C, so 
schneidet die Normale n ihres Be- 
rtthmugspnnktes P die Achsen x 
nnd 1/ in den homologen Punkten 
B^ nnd C, der fokalen Involu- 
tionen''*''*. Die Polare des nn- 
eigentlichen Punktes ^der Tangente 
BC geht durch den Berührungs- 
punkt i*'" ^> nnd den Kurven- 

mittelpnnkt Of"*«>; P und Z sind also zwei konjugierte 
Durclunesaer und die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel''^""*, 
je nachdem die konjugierte Strahleninvolution 0{BC.PZ) 
elliptisch oder hyperbolisch ist 

Wir nehmen nun an, die Tangente schneidet (wie in 
der Figur) die Hauptachse in einem Punkte B von F' G*", 
80 dafs also 05>t>7^i8t. Da. OB .0 B^ = F^ ist, so 
ist B^-C^O F, d. h. B^ liegt in -B oder, wenn wir den 
nneigentlichen Punkt der Hauptachse X nennen, OB . B^X 
ist ein elliptischer Wurf. Da die fokale Involution der 
Nebenachse elliptisch ist""'!, go ist, wenn ihr uneigentlieher 
Pnnkt r genannt wird, Y. CC^ ein elliptischer, OC.YC, 
also*"''! ein hyperbolischer Wurf Die Verbindungslinie S, Cj 
nnd die Verbindungslinie X Y, die oneigentliohe Gerade, 
bestimmen also in den Seiten B und C des Dreiecks 
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BC einen elliptischen und einen hyperboliachen Wurf, 
foIglio!i(i"'> ist der in 5 C ansgeechnittene Wurf BC.PZ 
elliptisch, die Korv^e also eine Ellipse: 

1. Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem der Punkt, in dem eine beliebte Tangente 
die Hauptachse schneidet, von dem Kurvenmittelpunkt 
durch die Brennpunkte getrennt oder nicht getrennt 
wird. — 

Bemerkt mag noch werden, dafs als besonderer Fall 
aus Nr. 109 folgt: 

2. Die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem der Punkt, in dem eine beliebige Tangente 
die Hauptachse sehneidet, von dem Kurvenmittelpunkt 
durch die Seheitel getrennt oder nicht getrennt wird. 

w 148.* Entfemangren eines Kurvenpunktes von 
Brennpunkt und Bichtlinle. Die in Nr. 14& gegebene 
Konstruktion lehrt uns, zu der gegebenen Tangente s eine 
zweite s, und mit Hülfe der beiden Tangenten « und s^ und 
der zirkulären Strahleninvolution eines Brennpunktes die 
übrigen finden. Wir können daher jede Kurve erzeugen, 
indem wir einen rechten Winkel sich 
um seinen Scheitel F drehen lassen 
und den Punkt, in dem s von dem 
einen Schenkel geschnitten wird, ver- 
binden mit dem Punkte, in dem «^ 
von dem andern Schenkel geschnitten 
wird. 

Wir zeigen nun, dafs wir, aus- 
gehend von zwei beliebigen Geraden 
s und «j und einem beliebigen Punkte 

-— '-V! — £^;^:^ F, die Tangenten einer Kurve er- 

'^' '"' ^ halten, wenn wir um F einen rechten 

Hg. M. Winkel sich drehen lassen. — Die 

Schenkel des rechten Winkels bezeichnen wir durch p und q 

(Fig. 93), die Schnittpunkte « (p) und «, {q) durch A und ö, . 

Wenn p sich am F dreht, eo ist 

die Verbindungslinie X 5^ = / umhüllt also in der That 
eine Knrve**^^. Bezeichnen wir femer die Schnittpunkte 
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s (q) nnd s, (p) dnrch 3 und A,, so ist, weil g in p tällt, 
wenn p in 5 fällt, auch die VerDindungalinie BA^^l^ eine 
Tangente dieser Kurve. Bezeichnen wir noch die Schnitt- 
punkte s 8, und 1 1^ durch T nnd T, und ihre Verbindungs- 
linie TT^ durch /, eo bilden die Tangenten ss, 11^ ein 
Vierseit, von dem AA^^ B B^, T T^ die Gegeneeken sind. 

1. Da die Diagonaüinien AA^^p und B B^ = q 
einander konjugiert sind'*^-*, so. ist die konjugierte In- 
volution von F zirkulär, F also ein Brennpunkt"**"'; 
seine Polare**'''* / also die Richtlinie, nnd das von F 
aaf f gefällte Lot FF^ die Hauptachse'^*«-!; das in 
F auf TF errichtete Lot schneidet s nnd s^ in den 
Kurvenpunkten"**'' S und S^. — 

Ist von einer Knrve ein Brennpunkt F, die zugeord- 
nete Richtlinie / und eine Tangente s gegeben, die die Richt- 
linie in T schneidet, so kennen wir die konjugierte Strahlen- 
involution von T: Von dieser ist s ein Ordnungsstrahl (*^', 
/und T (F) sind zwei konjugierte Strahlen**^''; die zweite 
Tangente s^ ist daher die von s durch / und F harmonisch 
getrennte Gerade. Da wir aus s s^ and F die Kurve zeich- 
nen können, so haben wir: 

2. Eine Kurve ist durch einen Brennpunkt, seine 
Richtlinie und eine Tangente bestimmt. — 

Da das Kurvenvierseit s Sj 11^ und das zugeordnete 
Kurvenviereek SS, Z, Z, das Diagonaldreieek pg f geraein- 
sam habeni*®!, so geht S L (Fig. 94) durch den Diagonalpunkt 
qf^Pityi-^ es werden daher*^*^ S 
und L und folglieh auch F{S) und 
F{L) durch p und q harmonisch 
getrennt Weil p senkrecht auf q 
steht, so isf*''» i^S : Fi ^ PS : Pi. 
Fällen wir nun von S und L die 
Lote S R und L iJ, auf die Richt- 
linie /, so ist nach einem Satze 
der Proportionenlehre PS : PL 
^SR-.LR., folglich SF:SB 
= LF:LR^. 

3. Dai VerMltnü aus den Entfernungen eines Kurven- 
punktes von einem Brennpunkt und der zugeordneten 
Richtlinie ist konstant. 
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i« 149.* Die TOD einem Bpennpunkt auf die Kurven- 
tangrenten grefällten Lote. Wir erhalteiii'*^,) die Tangenten 
unserer Kurve , indem wir zwei aufeinander senkrechte 
Strahlen p und q am F sich drehen lassen. Kommt p in die 
Lage des Lotes CC^ (Fig. 95) von a, so ist q parallel s; daher 
ist die durch C^ parallel « gezogene Gerade eine Tangente 
der Kurve; kommt p in die Lage des Lotes DI)^ von «,, 
80 ist, wie sich in derselben Weise ergiebt, die durch 1) 
parallel 8, gezogene Gerade eine Tangente der Kurve. Die 
beiden gezeichneten Tangenten bilden mit s und «^ ein 
Parallelogramm, d. h. ein Knrven- 
vierseit, dessen eine Diagonallinie 
die uneigentliehe Gerade ist. Der 
dieser gegenüberliegende Diagonal- 
pnnkt, d. iS^^ die Mitte von B C^, 
ist daher der Mittelpunkt der 
Kurvel**"'; dnrch ihn geht die Haupt- 
achse, das von F auf die Richtlinie 
/■ge&llte Lot FF^f^*^l 

Wird D C, von TF nnd der 
Richtlinie / in E und E geschnitten, 
so sind, weil 2'F von / durch s und s^ harmonisch getrennt 
wird'^J, DC^.EE^ vier harmonische Punkte, dalier("'> 
OE.OE^=OD\ Aus dem Viereck TFC^D, in dem 
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, ergiebt 
9ichi"i^', dafs TE senkrecht auf C^D steht; da die Haupt- 
achse senkrecht auf / steht, so liegen FF^ EE^ in einem 
Kreise, so dafs nach einem planinietrischen Satze ist F. OF^ 
= E . E^ = D-. Weil der Fluchtpunkt und F nnd 
Fj zwei homologe Punkte der konjugierten Involution der 
Hauptachse sind, so ist OF. Oi^^ = a'i'»».), also OT} = a, 
wenn wir wieder durch a die halbe Länge der Hauptachse 
bezeichnen. Aus dem rechtwinkligen Dreieck C^DC ergiebt 
rieh noch OC=OD, mithin OC^a: 

Die Fufspunkte der von einem Brennpunkt auf die 

langenten gefälUen Lote liegen im Hauptkreise. 

z Zusatz. Sind F und G (Fig. 96} die beiden Brennpunkte 

und 8 eine beliebige Tangente, so müssen die Tangente und 

die Normale ihres Berührungspunktes P die beiden Achsen 

in homologen Punkten BB^ nnd CC^ der fokalen Involutionen 
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eehneideii("'>J ond die von den Brennstrahlen PF and PG 
gebildeten Winkel halbieren <"*J. Nehmen wir an, dafs 
die Tangente (wie in der Figur) 
die Hauptachse in einem Punkte 
voüF' 6rt** schneidet, dafsalsoi"'-' 
die Kurve eine Ellipse ist, so 
halbiert die Tangente den Neben- 
winkel von GPF, Das von F 
auf die Tangente s gefällte Lot 
FH trifft also die Verlängening 
der Seite PGdes Dreiecks PF G. 
Weil ans ^FPH=HPD folgt, 
FU=HD ist, so ergiebt sieh: 

PF-\-PG = GD = 2H0 = 2«'"»): 

1. Die Summe aus den Brennstrahlen eines Ellipsen- 
pnnktes ist konstant und zwar gleich der Lfinge der 
Hauptachse. 

Für eine Hyperbel ergiebt sieh in derselben Weise: 

2. Die Differenz aus den Brennstrahlen eines Hyperbel- 
punktee ist konstant und zwar gleich der Länge der 




PF=PD und 



150.* Vlerseit mit zwei rechtwinkUgren Gegrenecken. iw 

In Nr. 148 haben wir die Aufgabe gelüst; Aus zwei 
Tangenten e and «^ und der zirkulären Involution des Punktes 
F die Kurve zu zeichnen. Es bleibt noch der besondere 
Fall zu erledigen, dafs die Geraden s und s^ aufeinander 
senkrecht stehen. Da auch die 
homologen Strahlen p und q (Fig. 97) 
der Involution F* aufeinander senk- 
recht stehen, so bilden, wenn wir 
die frohere Bezeichnung ""> bei- 
behalten, A B A^B^ die Ecken eines 
Vierecks, von dem zwei Seiten auf 
ihren Gegenseiten senkrecht stehen; 
es ist daher'"-'' auch Ä B^ = t senk- 
recht auf A^B = l^; es stehen also 
je zwei Tangenten, die sieh in einem 
Punkte der Richtlinie schneiden, aufeinander senkrecht. 

Kommt p bei seiner Drehung um F (vgl, 149) in die 
Lage des von F auf s geföllten Lotes, so wird zugleich p 
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parallel Sj nnd q parallel »; die Taagente Ä^ B ist 
daher, weil j4, und B die uneigentliehen Punkte von % 
und 8 sind, die uneigentliehe Gerade, unsere Kurve 
also"^''' eine Parabel (vgl. 145 Z). — Um dies Ergebnis 
in Worte kleiden zu können, wollen wir den Schnittpunkt 
zweier Seiten eines Vierseits, die aufeinander senkrecht 
stehen, eine rechtvnnklige Ecke des Vierseits nennen und 
entsprechend einen Diagonalpunkt, in dem sich zwei auf- 
einander senkrecht stehende Diagonallinien schneiden, einen 
rechtwinkligen Diagonalpunkt : 

Ein Vierseit mit zwei rechtwinkligen Gegenecken 
hat einen rechtwinkligen Diagoualpunkt. Von der durch 
die Säten eines sokhen Vierseits bestimmten Parabet*-^^''*' 
ist der rechtannMiffe Diagonalpunkt der Brennpunkt und 
die Verbindungslinie der rechtwinkligen Gegenecken die 
Richtlinie. 
ji Anmerkung. Man kann diesem Satze eine andere Form 
geben, wenn man von dem Dreieck AÄ^B (Fig. 97) aus- 
geht, in welchem die beiden Seiten B A und B A^ und ihre 
Höhen unsere Tangenten as^ 11^ sind: Zwei Seiten eines 
Dreiecks und ibte Htthen bestimmen eine Parabel, von 
welcher der Fufspnnkt der dritten Hohe der Brennpunkt ist, 
während die Fnfspunkte der beiden ersten Höhen in der 
Richtlinie liegen. 
61 151.* Parabelsätze. Da für eine Parabel die uneigent- 
liehe Gerade eine Tangente ist*'"'), so folgt aus Nr, \i%: 
1. Eine Parabel ist durch einen Brennpunkt und 
seine Richtliuie bestimmt. 
Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Richtlinie / und 
der un eigentlichen Gerade o durch Y, so ist die zweite 
durch y gehende Tangente (vgl. 148^) der von o durch F 
und / harmonisch getrennte Strahl ( des Punktes F, den 
wir z. B. dadurch erhalten*^^"', dafs wir durch die Mitte A 
des von F auf / gefällten Lotes F F^ die Parallele zu / 
ziehen. Da Y der Pol von F F^ ist*'*^'', so schneiden die 
Ordnungsstrahlen der konjugierten Involution Y* die Gerade 
F F^ in zwei Kurvenpunkten'*^ A und A^, die zugleich die 
Scheitel i'"') sind, weil F F^ die Hauptachse ist"*^). Der 
Strahl t ist also die Tangente in dem Scheitel A der Parabel; 
■der zweite Seheitel A^ ist, als Punkt von o, der uneigent- 
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liehe Punkt der Hauptachse, seine Tangente die uneigent- 
Hehe Gerade. 

Ana der in Nr. 148i gezeigten Konstruktion einer Knrve 
wird also für die Parabel, wenn wir s nnd s^ in ( nnd o 
falten lassen, die folgende: 

2. Die Tangenten einer durch den Brennpunkt und 
die (eigentliche) Scheiteltangente gegebenen Parabel 
sind die Lote, die man auf den ßrennstrahlen in ihren 
Schnittpunkten mit der Scheiteltangente errichtet. 

Der uneigentliche Scheitel A^ ist der Pol'*' ^ von o, 
also der Mittelpunkt'"*^ der Parabel. Da ferner der Mittel- 
punkt und der noeigentliche Pnnkt der Hauptachse homologe 
Punkte der fokalen Involution sind''**'> und diese beiden 
Punkte zusammenfallen, so ist A^ ein Ordnungspunkt der 
fokalen Involution, d, h.('*Si> ein Brennpunkt: 

3. FUr eine Parabel fallen der Mittelpunkt, ein 
Brennpunkt und ein Scheitel in den uneigentHchen 
Pnnkt der Hauptachse. 

Schneidet die Tangente des Parabelponktes P die Achse 
in 0,, 80 -ist die Polare von Qj das von P auf die Haupt- 
achse gefällte Lot PQ*^""); Q^ und Q sind also zwei kon- 
jugierte Punkte der Hauptachse; da die konjugierte Involution 
der Hauptachse durch die beiden Scheitel als Ordnungs- 
puukte bestimmt ist, so ist A die Mitte der {SuhtangenU 
genannten) Strecke Q Q, : 

4. Jede Subtangente einer Parabel wird durch den 
Scheitel halbiert. 

Da Tangente und Normale die Hauptachse in homologen 
Punkten Qi nnd N der fokalen Involution schneiden"*'»', so 
wird, weil der eine Brennpunkt der Parabel ein uneigent- 
lieher Pnnkt ist, die Strecke Q^N m F halbiert, folglieh 
Q^F=\Q^]SI; vorher fanden wir Q, ^ = ^0, Q, also 
dnreh Subtraktion: AF=\QN. Die Strecke QN, die 
Svhnormah genannt wird, hat also den konstanten Wert 
2AF. Die Gröfse 2Ä F heifst der halbe Parameter der 
Parabel, so daTs wir haben: 

6. Die Subnormale einer Parabel ist gleich dem 
halben Parameter. 

Da der (eigentliche) Scheitel A die Mitte von FF^ ist, 
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also von F und / gleiche EntfernuDgen hat, so folgt ans 
Nr. 148a: 

6. Jeder Parabelponkt hat von dem (eigentlichen) 

Bieanpnnkt tind der (eigentlichen) RicbÜinie gleiche 

Entfernungen. 
<i 152 * Der Hauptkrels der Parabe!. Verbinden wir 
zwei Punkte A nnd Ä^ mit den homologen Punkten E und 
jB, der zirkulären Punktinvolntion, bo liegen die Schnitt- 
punkte der Strahlen A (E) und J, (Ej) in einem Kreise mit 
dem Durchmesser A Aj<^^' "■ "'>>, Fällt der Punkt A^ in die 
uneigentliche Gerade, so ist der Strahl ,4, (£,), so lange E^ 
nicht in A, iäüt, die nneigentliche Gerade; fällt aber .E in 
den dem Punkte A, homologen Punkt der zirkulären In- 
volution, £[ also in .4,, so ist jeder Strahl von A^ als 
Verbindungslinie */l, {E^) zu betrachten, mithin jeder Punkt 
von A{E) als Schnittpunkt homologer Strahlen: 

1. Fällt der Punkt A^ in die nneigentliche Gerade, 
80 zerfällt der Kreis, der AA^ zum Durchmesser hat, 
in die nneigentliche Gerade und das in A auf A A^ 
errichtete Lot. 

Ans dieser Bemerkung ergebt siehi"''': 

2. Für eine Parabel zerfällt der Hauptkreis*'*»«' in 
die nneigentliche Gerade und die Scheiteltangente. 

Nun wissen wir''^^', dafs die Fufspnnkte der vom Brenn- 
punkte auf die Tangente gefällten Lote im Hauptkreise 
liegen ; fHr die Parabel müBsen sie also in der uneigentlicben 
Gerade und in der Scheiteltangente liegen, Fällen wir aber 
von einem eigentlichen Punkte auf eine eigentliche Gerade 
das Lot, so kann der Fufspunkt kein uneigenthcher Punkt 
sein, weil Tangente und Lot die uneigentliche Gerade in zwei 
homologen Punkten der zirkulären Involution schneiden'"^' 
ond von dieser elliptischen^"^) Involution nicht zwei Punkte 
zusammenfallen. Jede eigentliche Gerade ist aber ein Lot 
der uneigentlichen Gerade'"^»'. Die FuCspunkte der vom 
Brennpunkt auf die eigentlichen Parabeltangenten geftlllten" 
Lote liegen daher in der Scheiteltangente nnd die Fufspunkte 
der vom Brennpunkt auf die uneigentliche Gerade gefällten 
Lote in der aneigentlichen Gerade : 

3. Die Fufspnnkte der vom Brennpunkt auf die 
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(eigentlichen) Farabeltangenten gefällten Lote liegen 
in der Scheiteltangente. 

Anmerkung. Wir haben gezeigt, dafa der letzte Satz * 
ans einem allgemeinen als besonderer Fall abgeleitet werden 
kann. Kurzer wäre es gewesen, ihn direkt ans der Parabel' 
konstruktion<'''>> abzuleiten: er ergiebt sieh daraus, dafs a 
nnd Sj die von T(F) und / gebildeten Winkel (Fig. 97) 
halbieren. 

153.* Krömmung^krels. Die Steinersche Parabel*^*"*' us 
lieferte ans die fokalen loTolationen ; diese zeigten uns ein 
ganz nenee Bild der Enrre, indem sie uns zu den Brenn- 
punkten und Richtlinien fUbrten und den Zusammenhang 
zwischen der Kurve und ihrem Hauptkreise aufdeckten. 
Die fokalen Involutionen sind aber nicht die einzige Er- 
weiterung unserer Kenntnisse, die wir dieser Entdeckung 
Steiners verdanken ; die Steinersche Parabel führt uns auch 
noch zu dem Begriff des KjümnmngBkreises. 

Wir haben gefiinden<'^'iJ, dafs dem parabolischen 
Büschel, welches einem Kurvenpunkte zugeordnet ist, Tan- 
gente nnd Normale dieses Eurvenpunktes als Strahlen an- 
gehören. Diese Strahlen, die wir durch ( und n bezeichnen 
wollen, bemhren die Steinersche Parabel in zwei Punkten 
N und K, deren Bedeutung ftlr die Kurve wir aufsuchen 
wollen. 

Da die Polare eines Kurvenpunktes S seine Tangente 
ist'^*^', so wissen wirf'*"»), dafs die den Strahlen a von S 
konjugierten Lote % die Geraden sind, welche die homologen 
Punkte ^jUnd A^ der in ( und o liegenden projektiven 
Punktreihen verbinden. Dem Schnittpunkt o{t] ist in der 
Zirkularen Punktinvolution, weil ( senkrecht auf n steht, der 
Punkt o{n) homolog. Fällt daher a in n, d. h, A in o{n) 
und A, in o{t), so fällt A^, der Pol des in die Normale 
lallenden Strahles a, in den Punkt von (, welcher dem 
Setmittpunkt o t der beiden Träger in der Punktreihe von ( 
homolog ist, d. i.'**' in den Puiit N, in dem ( die Steiner- 
sche Parabel berührt: 

1. Jede Kurventangente berührt die ihrem BerUbmngS' 
punkte zugeordnete Steinersehe Parabel im Pol der 
Normale. — 
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Die Bedeutung des Pnnktes K, in dem die Normale n 
die Steinersehe Parabel bertthrt, finden wir dnrch eine Be- 
weieart, tob der wir bieher noch keinen Gebranch gemacht 
haben, die aber sonst vielfaeli, auch in der Geometrie der 
Lage, benutzt wird; die Betrachtung des Schnittpunktes 
zweier unendlich nahen Geraden (der dual gegenübersteht 
die Betrachtung der Verbindungslinie zweier unendlich nahen 
Punkte). 

Ist S ein Punkt einer Kurve k*, S^ ein zweiter und T 
der Schnittpunkt der Tangenten in S und S^, so ergiebt 
sich, wenn wir für den Punkt T die Steiuersehe Parabel 
zeichnen, dafs zu ihren Strahlen auch die Normalen in S 
und S^ gehören; denn dem Strahl T{S) entspricht als kon- 
ju^ertes Lot die Normale in & und ebenso dem Strahle 
r(5j) die Normale in S^. Lassen wir den Punkt S sich 
dem Punkte Sj unbegrenzt nähern, so dafs T{S) und T{S^ 
zwei auf einander folgende Strahlen des geraden BUschels 
T werden, so werden die beiden Normalen zwei auf einander 
folgende Parabeltangenten; ihr Schnittpunkt fällt also, wenn 
S^ (mithin auch T) m S fällt, in den Punkt, in dem die 
Normale in S die zu S gehörende Steinersche Parabel be- 
rührt. — 

Der Schnittpunkt K zweier unendlich nahen Normalen 
hat füx das Zeichnen einer Kurve grofse Bedeutung. Ziehen 
wir nämlieh um K mit dem Halbmesser KS einen Ereis, 
80 hat dieser mit der Kurve in zwei unendlich nahen 
Punkten die Tangenten gemeinsam; er nähert sich also der 
Kurve in der Nähe des Punktes S mehr als irgend ein 
anderer Kreis. Einen solchen Ej^s nennt man KrümmungB- 
kreis und seinen Mittelpunkt Krümmungsmittelpunkt: 

2, Die einem Kurvenpunkte zugeordjute Steinertclie 
Parabel berührt die Normale des Kvrvenpwiktes im 
Krümmujigsmittelpunkt. 

Für einen Punkt der Achse zerfällt die Steinersche 
Parabel in zwei gerade Strahlenbüsehell^'Wj der Mittelpunkt 
des einen ist der dem Punkte in der fokalen Involution 
homologe. Daraus ergiebt sich: 

3, Der einem Scheitel der Kurve zugeordnete 
Krämmungsmittelpuokt ist der dem Scheitel in der 
fokalen Involution homologe Punkt. 
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4. Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes. Sind uns 
von einer Kurve die Achsen und für den Kurvenpunkt S 
(Fig. 98) die Tangente ( und die Normale n bekannt, so 
können wir die dem Punkte 5 zugeordnete 
Steinersche Parabel"*'«' und damit den 
KiUmmungskreis zeichnen. Werden näm- 
lich die Achsen von t in B und C, von 
n m B^ und C, geBcbnitten, so ist der 
Schnittpunkt F" von B C, und 5, C der ' 
Brennpnnkt der Steinerschen Parabel 
und 5 ein Punkt der Richtlinie'""'; das 
in i^ auf S i^ errichtete Lot schneidet 
daher die Normale n in dem KrUntmnngB- 
mittelpunkte £"('«'', 

5. Dieser Konstruktion soll noch eine Bemerkung an- 
gefügt werden, von der wir epäter""'' Gebrauch zu machen 
haben. Weil (Fig. 98) als Peripheriewiukel z SFC^SC^C 
und CF'O^CBO ist, so ist z.SF'0=lR, wenn 
^SC^C=CBO=)iR ist. Der KrUmmungsmittelpunkt 
K liegt daher in der Verbindungslinie i^O, wenn die Tan- 
gente mit den beiden Achsen gleiche Winkel bildet. 

154.* Erste Kurrenkonstruktlon durch Krümmungrs- is 
kreise. Das Ergebnis der vorigen Nummer setzt uns in 
den Stand, eine bessere Zeichnung einer Kurve zu geben, 
als es uns bis jetzt möglich war. Unser bisheriges Ver- 
fahren bestand darin, dafs wir eine Anzahl von Punkten 
konstruierten und dann die fehlenden durch Schätzung ein- 
fügten. Dies Eintragen der fehlenden Punkte nun läfet sich 
mit Hülfe der KrUmniungskreise genauer ausführen, als es 
durch blolses Schätzen möglich ist. 

Gehen wir von der Aufgabe aus: Doreh fünf Punkte 
eine Kurve zu legen, so ist der Gang der Lösung folgender. 
— Wir zeichnen'" ''' den Schnittpunkt der Tangenten in zwei 
Kurvenpunkten, konstruieren*"* *' den Mittelpunkt und dann''"> 
die Achsen der Knrvej mit Hülfe der Achsen und der Tan- 
gente und Normale eines Kurvenpunktes S läfst sich dann 
der KiUmmungskreis fllr S zeichnen" "<>. — Statt diese 
Konstruktionen, die sieh an einer Figur doch nicht über- 
sichtlich würden darstellen lassen, hier noch einmal im 
einzelnen durchzufühlen, wollen wir von solchen gegebenen 
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Stücken ausgehen, die nn9 die Achsen anmittelbar ergeben. 
Wir lösen noch einmal""* die 

Aufgabe: Eine Kurre aus den beiden Brennpunkten 
und einer Tangente zu zeichnen. 
Schneidet die gegebene Tangente t (F^. 99) die Haupt- 
achse in B, Bo erhalten wir die Normale n ihres Berührungs- 
pnnktes fic^M, indem wir anf i das Lot n föllen aus dem 
Punkte Sj, der von B durch die Brennpunkte F und Q 
harmonisch getrennt ist. 
\V y Wird das Mittellot von 

^- - ^ FG, die Nebenachset'**'», 

von t ia C und von n in 
Cj^ geschnitten, so ist^i'W 
der Schnittpunkt F von 
SCi und ÄjC der Brenn- 
punkt der dem Punkt S 
zugeordneten Steiner- 
schen Parabel und der 
Punkt K, in dem das in 
F' auf SF errichtete 
Lot die Nonnale schneidet, der Krllmmnngsmittelpnnkt. — 
Fällen wir von dem Brennpunkt F anf die Tangente t das 
{in der Figur nicht gezeichnete) Lot FH, so ist der um die 
Mitte von FG mit OH geschlagene Kreis der Haupt- 
kreis''**^, durch den wir die Hcheitel A und A^ der Haupt- 
achse erhalten. Zeichnen wir noch den von A durch F 
und G bannonisch getrennten Punkt A', so ist dies der dem 
Scheitel A zugeordnete KiUmmungsmittelpunkt"'^'. 
A Anmerkung. Die Figui ist allein mit Hülfe der beiden 
EJDmmungskreise um K und A' gezeichnet. — Es ist vor- 
teilhaft den Kreis über dem Durchmesser C C, zu zeichnen; 
er geht durch S und durch F^*^^ und kann (siehe Fig. 99) 
zur Konstroktion des Krllmmnngsmittelpanktes A' benutzt 
werden'"*"'. 

« 155.* Kriimmui^rakrelse der ParabeL Die vorher- 
gehende''"' Konstruktion wird besonders einfach, wenn der 
eine Brennpunkt ein uneigentlieher Punkt, also""^' dieKnrve 
eine Parabel ist. Für eine Parabel ist der Mittelpunkt 
ein nneigentlicher Punkt'"'«', die Nebenachse also die un- 
eigentliche Gerade. Die Punkte C und C, sind daher die 
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nneigentliclien Punkte toq ( und n, and B C, ist parallel 
n ond Bi C parallel (; -55 F'B^ aind also die Ecken eine» 
Rechtecks, so dafs F die Mitte von 
SF' ist. Daraus ergiebt sieh die 




Konstruktion der Parabel: Schnei- 
det die gegebeneTangentedieHanpt- 
aehse in 5 {Fig. 100), ao sehlagen 
wir um den Srennpunkt F mit ' 
FB einen Kreis, der die Tangente 
in S, die Hauptachse in B^ nnd 
die Verbiodungslinie FS ia. F 
ivaa zweiten Male sehneidet; das 

in F anf FS erriektete Lot trim ^i 

die Normale S 5, im Erümmnngs- ' ^^- ""■ 

mittelponkt K. 

156.* Zweite Kurvenkonstpuktion durch Krüm- in 
mungskpelse. In Nr. 148 sahen wir, wie sich ans zwei 
Tangenten * und «, und dem Brennpunkte F eine Kurve 
zeichnen läfst. Indem wir jetzt von dem besondern Faile 
ausgehen, dafs der Schnittpunkt T der Tangenten s und s^ 
«iß uneigentlicher Punkt ist, geben wir eine zweite Kurveo- 
konstruktion durch ErttmninngskreiBe. Das in F auf TF 
errichtete Lot, welches die Tangenten in zwei Kurvenpunkten 
sehneidet""'', steht in diesem Fall anch senkrecht anf der 
(durch T gehenden) Richtlinie und ist daher'^*'-* die Haupt- 
achse. Die parallelen Tangenten liefern uns also die 
Scheitel A und A^ der Kurve. Umgekehrt können vrir auch 
.8 und »^ als bestimmt ansehen durch die Scheitel A und 
A^ und unsere Aufgabe demnach so fassen: 

Eine Kurve zu zeichnen, von der die beiden (Himpt-'-^^^) 
Sc/teitel und ein Funkt ihrer Verbindungaliine ah Brenn- 
punkt gegeben miä. 

Ist F^ der dem Brennpunkt F in der koi^jugierten In- 
TOlution der Hauptachse homologe Punkt, so gehen durch 
ihn zwei Tangenten, die von dem im Brennpunkt F auf 
der Hauptachse errichteten Lot in zwei Kurvenpunkten<^**0 
geschnitten werden. Auf diese Bemerkung und die weitere, 
dafs die Fufspnnkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten 
gefällten Lote im Hauptkreis liegen'"^', stützt sich die folgende 

BtfST, Gbm» Q««m*tTie i»t Liga. 13 
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Konstruktion: Wir zeichnen den Hauptkreis der durch 
die Seheitel AA^ und den Brennpunkt F {Fig. 101} ge- 
gehenen Kurve und bezeichnen die Punkte, in denen er das 
Mittellot Ton AA^, die Nebenachse, schneidet, durch Cnnd 
C^. Den Brennpunkt F projizieren wir aus C^ auf den 
Hauptkreis und verbinden den erhaltenen Punkt D mit C. 
Diese Verbindungslinie CD ist, weil sie dnrch den dem 
Brennpunkt F konjugierten Punkt f, gehtf**< '"* "^i und 
senkrecht auf FD steht, eine Tangente der Kurve'"*', die 
von dem im Brennpunkt F auf der Hauptachse errichteten 
Lot in ihrem BerUhnmgspnnkte S geschnitten wird. Tan- 
gente und Normale von S liefern uns den zugeordneten 
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Big. 101. 

Krttmmnngskreis"^. — Zu bemerken ist noch: Die Nor- 
male in S schneidet die Nebenaehse in einem Punkte E, der 
dem Punkte C in der fokalen Involution der Nebenachse 
homolog isH""-!. Das von E avd AC gefällte Lot sehneidet 
daher die Hauptachse in dem Punkte A', der dem Scheitel A 
in der fokalen Involution homolog ist; daraus folgt, weil 
OA = OC ist, dafs auch OA'=OE ist. Man erhält also 
den Krttmmungsmittelpuakt des Scheitels, indem man OA' 
= 0E macht. — Liegt F auf ^ ^ , F^ alsof''^' aof ^ ' ^ , 
so ist die Kurve eine Ellipse*"'«' und das im Brennpunkt 
auf der Hauptachse errichtete Lot schneidet auch den Haupt- 
kreis''**', Nennen wir den einen Schnittpunkt S', so ist nach 
dem Pythagoras FS'^ = a* — e*, also gleich t*'i*«»l; wir 
kennen mithin anch die Punkte B und B^, in denen die 
Nebenachse die Kurve schneidet. 
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Anmerkunff. Da die im Text erwähnten Erflmmmigs- *• 
kreise znr Zeichnnng der Figur 101 niebt aasreichen, so 
müfste eigentlich zwischen Ä und S noch ein Karvenpimkt 
eingeschaltet ond auch für diesen der ErDmmmigakreiB ge- 
zeichnet werden. Infolge der Fehler aber, die beim Zeichnen 
onTermeidlich sind, erhält man eine ebenso gute Figur, wenn 
man den letzten Krümmnngekreis durch Schätzung einträgt. 

157.* Zweite(>**> Konstruktion der Ellipse aus«' 
Ihren beiden Achsen. Die letzte Bemerkung der vorigen 
Nummer zeigte, dafs wir ans A Ä^ und F die Länge B 
der Nebenachae zeichnen konnten, wenn F auf A A^ liegt, 
die Kurve also eine Ellipse ist. Umgekehrt ergiebt sich, 
dafe uns eine Kurve durch A A^ und B gegeben ist. Da 
sich in diesem Falle eine besonders einfache Konstruktion 
für einzelne Ertlmmungskreise ergiebt, so mag hier noch 
folgen die Lösung der 

Aufgabe: Eine Ellipse aue ihren beiden Achsen zu 
zeichnen. 

Schneiden sich die Lote, welche wir in A (Fig. 102) 
auf der Hauptachse und in B auf der Nebenachse errichten, 
in D, so ist X*, als Schnittpunkt der Tangenten in A und 
B, der Pol von AB^^^^^); das von i» auf ^B gefällte Lot 
ist daher das der Gerade AB konju^erte und schneidet 
mithin*'*'') die Achsen in zwei Punkten A' und B', die den 
Scheiteln A und B in den fokalen Involutionen homolog 
sind, d. i,i">Sil in den den Scheiteln zugeordneten KrUmmungs- 
mittelpunkten. — Bezeichnen wir den Fufspunkt des von B 
auf A B geföllten Lotes durch P, so ergiebt sicIl wenn wir 
A^a und B^b setzen, nach einem planimetrischen 
Satze aus dem rechtwinkligen Dreieck AB D: 

PA^b^-.Va'^+b* und PB=a^:Va-^-\-b\ 
Machen wir OQ^PB und errichten ^in Q auf der Haupt- 
achse das Lot, 80 ist die Potenz der konjn^erten Involution 
dieses Lotes für den Hauptkreis'''"'! a* &' : a* -f- b\ Folg- 
lich*'"'' finden wir die Potenz y* der der Kurve kotgugierten 
Involution dieses Lotes aus 

es ist also y^^PA. Wir erhalten demnach einen Kurven- 
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pnnkt S, wenn wir P B und P A als Abszisse nnd Ordinate 
benntzen, d. h. QS^ PA anf dem in Q errichteten Lote 
abtragen. — Nennenwir noch den nicht gezeidmeten Schnitt- 
pnokt dieses Lotes mit dem Hauptkreis S', so wissen wir''**»', 
dafs die Tangente des Ellipsenponktes »S die Hauptachse in 
demselbcD Punkte Q^^ schneidet, wie die Tangente des Kreis- 
pnnktes S'. Es ist also QQ, = QS'^: Q, folglich Q Q, 
^ Q S = P A. Die Normte des Kurvenpunktea S sehneidet 
also die Hauptachse in einem Pnnkte JV, so dafs NQ = QS 
= PA ist. — Konstruieren wir''^l ans Tangente und 
Normale und den beiden Achsen den Brennpunkt F' der 
Steinersehen Parabel, so liegt*'^, weil ^ S F' ein Rechter 
ist, der Erttmmungsmittelpnnkt K in F'O. Da noch ^ S Q 
= QOF' isti'iw, so sehneidet OF' das Lot <2S in einem 
Punkte Sj so, dafs Q die Mitte von SS^ ist, — Aus diesen 
Bemerkungen ergiebt sich die folgende 




Konittruhtion: Wir enriehten in dem Scheitel A (Fig. 102) 
der Hauptachse und in dem Seheitel B der Nebenaebse die 
Lote und tällen von ihrem Schnittpunkte D das Lot anf 
A Bf welches ^ ß in jP und die Aehsen in A' nnd B', den 
zu A und B gehörigen Krömmungsmittelpunkten, schneidet. 
Wir machen OQ = PB und schlagen um Q mit PA einen 
KieijS, der die Hauptachse in N und das in Q anf der 
Hauptachse errichtete Lot in den Knirenpunkten S und S^ 
schneidet; die Verbindungslinie SN schneidet dann OS^ in 
dem dem Punkte S zugeordneten KrUmmnngsmittelponkte K^ 
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Zweiter Teil. 

Das Polarfeld. 

§ 13. Die resultierende InTolntion. 

158. Art der Bewelsführuner. Dnreh den SatzW, dafs ib 
die Funkte einer Kurve ans zwei beliebigen nnter Ibnen 
dnrch zwei projektive Strahlenbttsehel projiziert werden, 
kamen wir ziUn Begriff projektiver kmmmer Pnnktreihen'"'. 
Indem wir zwei in derselben Enrve liegende projektive 
Ponktreihea betrachteten, in denen zwei Punkte einander 
zweifach entsprechen, kamen wir znm Begriff der krommen 
Pnnkt- und Strahleninvolntion<">, dnreh diese znm Begriff 
der Involntionaachse'™' und des InvoIntionszentmmsP*', durch 
diese zu den Begriffen Pol und Polare*"', durch diese zum 
Begriff der konjugierten Punkte l*^'. Jetzt wollen wir, in 
umgekehrter Richtung uns bewegend, von dem Begriff der 
konjug;ierten Punkte ausgehen und mit Hülfe der Polaren- 
theorie Sätze über Involutionen und Projektivitäten beweisen. 

Da es sieh demnach nm eine Anwendung der Sätze über 
Pol und Polare handelt, so werden wir im folgenden keine 
neuen Beweismittel kennen lernen. Dadurch aber, dafs wir 
die so gewonnenen Sätze von dem Begriff der konjugierten 
Punkte loslösen können, gelangen wir zu Involutions- und 
ProjektivitätBSätzen von grofser Frnebtbarkeit; sie erst er- 
möglichen, die Geometrie der Lage in aUgemein gältigen Sätzen 
daratsteüen. 

Anmerkung. Die folgenden Sätze (sowie solche des § 14 * 
und des § 18) hat Herr H. Wiener in seiner Abhandlung: 
Rein geometrische Theorie der Darstellung binärer Formen 
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durch PunJetgruppen auf der Geraden, Darrmtadt 1885, ohne 
HtUfe der PolMcntheorie bewieaen. 

« 159. Resultierende Involution. 

1. Definition: Von zwei krummen PunkÜnvolutionen, 
die in derselben Kurve Hegen, hei/st die mte eine resul- 
tierende der andern, wenn die Zentren honjugierU Punkte 
sind. — 

Um eine knize AnsdrncksweiBe zu ennöglichen, bezeicli- 
nen wir im lolgenden eine krumme Punktinyolntiou, deren 
Zentram der Punkt P ist'«^', dnrch [F]. 

2. Sind B nnd Sj irgend zwei homologe Punkte 
einer krummen Involation [Q] und B B und B^ B^ zwei 
Paar homologe Punkte der resultierenden lovolutioD [P], 
so sind B und B^ wieder zwei homologe Punkte von [Q]. 

Beweis : Die vier Punkte BB B^B, bilden ein Kurven- 
viereck, von dem zwei Seiten B B nnd S, B, nach der 
Voraussetzung durch das Zentrum P der Involntioo [P] 
gehen, während die dritte Seite B B^ dnrch den dem 
Punkte P konjugierten Punkt Q geht; es geht daher'*''' 
die Gegenseite B B, dieser dritten Seite ehenMls durch Q; 
B und B^ sind also zwei homologe Punkte der krummen 
luToltttion [Q](«2'. 
w 160. Übertr^m^ auf beliebige Involutionen. Um 
diesen Satz<^™' a^ beliebige Involutionen zu Obertragen, 
mOssen wir die Definition der resultierenden Involution von 
dem Begriff der konjugierten Punkte loslösen. Das erreichen 
wir durch die für zwei beliebige in demselben Träger 
liegende Involutionen P^ und Q^ gUltige 

1. Definition: Von zwei Invotutionm P* und Q* hei/et 
die eine eine resultierende der andern, wenn zwei homologen 
Elementen von Q^ in P^ zwei Elemente homolog sind, die 
einander wieder in Q* homolog sind. 

In Zeichen: Wenn P^ = AA. A^A^ und Q^ = AA,. AA^ 
ist, so heifst von den beiden Involutionen P^ und Q' die 
eine eine resultierende der andern. — 

2. Lehrsatz: Sind B und B^ zwei beliebige homo- 
loge Elemente der Involation Q* und 3 B und B^ Bj 
zwei Paar homologe Elemente einer resultierenden In- 
volution P^, so sind B nnd B^ einander homolog in Q'. 
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Id Zeiohen: Aus P^ = AA.A^k^.BB.B^B^ und 
<i* = ÄA,.Ak^.BB^ folgt, dafs B und B, einander 
homolog sind in Q^. 

Beweis: Wir zeigen die Richtigkeit des Satzes zunächst 
ftlr krumme Pnnktinvolutionen. — Betrachten wir das KnrvcD- 
viereck AA^AA^ {Fig. 103), so ist, weil P^^AA.A^^A^ ist, 
der Schnittpunkt P der GegeDseiten A A und A^ A^ das 
Zentrum der Inyolution P" and, weil Q^ ^ AA^. AA^ ißt, 
der Schnittpunkt Q der Gegenseiten A ^ und A A^ das 
Zentrum der Involution Q^. P und Q sind aher als Diagonal- 
punkte eines Kuirenvierecks 

konjn^erte Punkte '*^' ; 
daher'"*«' sind B nnd B^ ein- 
ander homolog in Q^. 

Um die Richtigkeit unsers 
Satzes z. B. illr zwei gerade 
StrahleninTolutionen mit dem 
Mittelpunkte S darzutfaun, legen 
wir durch S eine beliebige 
Kurve k^. Diese vrird von den 
beiden in S gegebenen In- 
volutionen m zwei krummen "*' "*"■ 
Involutionen geschnitten. Da fOr diese krummen Involntionen 
der Satz bewiesen ist, gilt er auch für die in 5 gegebenen 
geraden Strahleninvolutionen. 

Anmerkung. Von jetzt an werden wir unsere Sätze k 
nur fUr krumme Punktinvolutionen beweisen and sie dann 
gleich als gUltig für alle Involutionen aussprechen. 

161. OFdnungrselemeDte. Da einem Punkte P jeder i« 
Punkt Q seiner Polare p konjugiert ist, so giebt es zu 
einer Involution [P] unendlich viele resultierende [Q]. Ist 
P ein hyperbolischer Punkt, gehen also**'^ durch P zwei 
Tangenten, die die Kurve in K und K^ bertthren, so sind 
K und^ die Ordunngspunkte der krummen Involution [P] t™ ^'' 
und KK^ ist die Polare von Pi^^O, Das Zentrum Q jeder 
resultierenden Inyolution liegt daher, weil Q und P kon- 
jugierte Punkte sind, mit K und K^ in einer Gerade ; K und 
K^ sind also homologe Punkte von [Q]: 

1. IHe Ordnunffselemente einer Involution sind einander 
homolog in jeder resu&ierenden Involution. 



IQi n. Das Polkrfeld. 

Ist auch Q ein hyperbolischer Pnnkt, so dafs von ihm 
die heiden Tangenten Q (LJLj) an die Kmre gehen, so 
bilden, weil K K^ durch Q geht, die Ordunngselemente 
KKj^.LL^ einen harmonischen Wurf'™»': 

2, IHe Ordnungselanente einer Involution werden diireh 
die Ordnungseleinente jeder remiltierenden Involution har- 
tnoniaeh getrennt. 

Ist [P] eine elliptische Involution, P alBol^"^* ein ellip- 
tischer Punkt, so ist jeder Pnnkt Q der Polare p ein hyper- 
bolischer PunktO«"): 

3. ßat eine Involution keine Ordnungselemente, »o hat 
jede resultierende Involution Ordnungselemente. 

^ 162. Konstruktion der resultierenden Involatton. 
Sind Q und R zwei beliebige Punkte, also [Q] und [R] 
zwei beliebige Involutionen, so giebt es immer eine In- 
volntion [P\, die eine resnltterende sowohl von [Q] als von 
[R] ist. Es ist das die Involution, deren Zentrum P der 
Pol der Verbindungslinie Q R ist. — Ea genügt aber nicht 
zu wissen, dafs es zu zwei Involntionen immer eine gemein- 
same resultierende giebt; wir müssen auch die resultierende 
aus den beiden komponierenden zeichnen können. Dazu 
müssen wir die eben angestellte Betrachtung, durch welche 
sich P als der Pol von QR ergab, von dem Begriffe Pol 
nnd PoUu-e loslösen. 

1. Aufgabe: Zu zwei Involytionen die gemmtsame 
resultierende zu seiohnen. 

Lösung: Entspricht dem beliebigen Elemente A in der 
ersten gegebenen Involution Q* das Element A^ und diesem 
in der zweiten gegebenen InTolution E^ das Element A^^; 
entspricht femer dem Element A in R^ das Element -I, 
und diesem in Q^ das Element Aj,, so ordnen wir dem 
Elemente A das von A durch .4^, nnd A^^ harmonisch ge- 
trennte Element A zu. 

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafs die durch nnsere 
Konstruktion einander zugeordneten Elemente A und A eine 
Involution bilden und dafs diese Involution eine resultierende 
sowohl der Inrolution Q^ vrie der Involution R^ ist. — 
Diesen Nachweis t^ren vrir wieder''*"*' fUr zwei krumme 
Inyolationen [Q\ und [R]. Da nach der Konstruktion 
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AA^.A^A^^ {Fig. 104) Punktpaare von [Q] sind, eo 
sehneiden aieh die Verbindungslinien AA^ und ^j^j in 
Q; ebenso schneiden sich AA, und A^A^^ in R, Aus dem 

Schema AA^A^^A^jA^A geht dann herrorW, dafs die 
Tangente in .(1 die Gerade Q-ß in demselben Punkte S 
schneidet wie die Verbindungslinie A^^ A^^. Der Punkt S 
hestimmt also in der Kurve eine hyperbolische Involution, 
von der A ein Ordmmgspunkt und A^, A^^ zwei homologe 
Punkte sind. Der zweite Ordmmgspunkt dieser krummen 
Involution [S] ist der von A 
durch Aj^^ und ^1,, harmo- 
nisch getrennte Puiikt(^^>. 
Das ist nach unserer Kon- 
struktion der Punkt A. Die 
Verbindungslinie A A ist da- 
her die Polare von Sf^az.), 
und diese geht, weil S in 
QR liegt, durch den Pol 
P von Q R. Das durch ' 
unsere Konstruktion gewon- "*■ *"■ 

neue Pnnktpaar ^ A ist mithin ein Punktpaar der krummen 
Involution [P], und diese ist, weil P der Pol von QR ist, 
eine resultierende sowohl von der Involution [Q] wie von 
der Involution [Ä] ('*'>>. 

Zusatz. Um die Involutionen Q^ und R- kurz bezeichnen z 
zu können, wollen wir sie komponierende der Involution P^ 
nennen. 

163. Ordniu^rselemente der resoltieFenden Invo- i«a 
lution. Wenn eine der beiden komponierenden!"*^' In- 
volutionen elliptiech ist, so ist die resultierende P* hyper- 
bolisch*"'»'. Es bleibt also noch die Frage nach den Ordnungs- 
elementen der resultierenden Involution zu erledigen filr den 
Fall, dafs beide komponierende hyperbolisch sind. — Sind 
Q und R die Zentren der beiden komponierenden krummen 
Involutionen,' so handelt es sich, weil das Zentrum der 
resultierenden Involution der Pol P von Q R ist, darum, 
zu wissen, unter welchen Umständen die Verbindungslinie 
Qä die Kurve schneidet. Diese Frage ist in Nr. 108 er- 
ledigt. Aus dieser Nummer ergiebt sieh, dafs Qi£ die 
Kurve nicht schneidet, also P ein elliptischer Punkt ist*'"»"', 
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wenn die Ordnungselemente von [Q] tmd {R\ einander 
trennen; trennen sie sich nicht, so ist P ein hyperbolischer 
Punkt. 

Lehrsatz: Die resoltierende Involution hat nur dann 
keine Ordnnngselemente, wenn die beiden komponieren- 
den Ordnungselemente haben und diese einander trennen. 
M 164. Staudtseher Satz. Wir unterbrechen in dieser 

Nummer die Betracbtong der resultierenden Inrolntion, um 
den Satz zu beweisen, auf dem t, Staudt*^' die projektive 
Verwandtschaft aufgebaut hat. — Wir wissen"*'-', dafs die 
Ordnungselemente einer Involution durch die Ordnnngs- 
elemente jeder resultierenden Involution harmonisch getrennt 
werden. Bezeichnen wir also die Ordnungselemente der In- 
volutionen P*, Q^, Ä* durch E F, AB, CD, so heifst der 
vorhergehende Satz <"", losgelöst vom Begriff der resul- 
tierenden Involution: 

1. Ist AS, CD ein hyperbolischer Wurf, so giebt 
es ein Punktpaar E F, welches gleichzeitig A B und 
CD harmonisch trennt. 

Um mit Htllfe dieses Satzes die Umkehrung von Nr. Z% 
zu beweisen, führen wir für den Augenblick das Wort har- 
monische. Verwandtschaft ein durch die 

2. Definition: Zwei einförmige Gmndgebilde heifsen 
harmonisch verwandt, wenn je vier harmonischen 
Elementen des einen vier harmonische des andern 
entsprechen. 

Wir fuhren unsern Beweis für zwei harmonisch ver- 
wandte Pnnktreihen s und «^, Wählen wir in a vier be- 
liebige Punkte, so lassen sich ans diesen drei Würfe 
bilden""'', von denen zwei hyperbolisch sind und einer 
elliptisch. Bezeichnen wir die vier Punkte der Reihe nach 
durch ABCD, so sind AB. CD and AD.BC die 
hyperbolischen Würfe, während AC.BD elliptisch ist. Es 
giebt daher zwei Punkte E nnd F, welche gleichzeitig A B 
und CD harmonisch trennen, und zwei Punkte G und H, 
welche gleichzeitig A D und B C harmonisch trennen. Nach 
der Definition müssen daher die entsprechenden Pnnkte E, 
und F, gleichzeitig die Punktpaare A^B^ und C^D^, und 
G, und H^ gleichzeitig die Punktpaaxe A^^ D,^ und B^ C- 
harmonisch trennen. Folglieh sind Aj^B^ . C^D^ und 
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A^ J?, . 5j C, hyperbolische Würfe, A, C, . -S, -0, also ein 
emptigcher Warf. Unser erstes Ergebnis ist also: 

3. In zwei harmonisch verwandten Gnmdgebilden 
entspricht jedem Wnrf ein gleichnamiger Warf. 

Hieraus folgt: 

4. Wenn ein Pankt X die Panktreihe s im Simie 
ABC dorchlänft, so mnfs der entsprechende Punkt 
Xj die Punktreihe s^ im Sinne A, -B, C, durchlaufen. 

Es gelten also fUr harmonisch verwandte G-rundgebilde 
dieselben Sätze, die wir in Nr. 32 benutzt haben, um zu 
beweisen, dafs zwei projektive Grundgebilde zusammenfallen, 
wenn sie drei Elemente entsprechend gemein haben. Eine 
Wiederholung jenes Beweises ergiebt daher; 

5. Wenn zwei harmonisch verwandte G-rundgebilde 
drei Elemente entsprechend gemein haben, so haben 
sie jedes Element entsprechend gemein. — 

Schneiden wir die Träger s und s^ zweier harmonisch 
verwandten Punktreihen durch eine beliebige Gerade a in 
B und C^ (vergL Nr. 35 und Flg. 29}, verbinden B mit 5, 
und C^ mit C und bezeichnen die Punkte, in denen die 
Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte A 
und Aj^ von <t, B B^ und CC^ geschnitten wird, durch A, 
S^ und S, so erhalten wir in a zwei harmonisch verwandte 
Ponktreihen, wenn wir die Punktreihe s aus S und die 
Punktreihe s, ans S^ auf a projizieren. Die beiden in a 
gewonnenen Punktreihen, die harmonisch verwandt sind, 
haben die drei Punkte kB C^^ und daher jeden Punkt ent- 
sprechend gemein; es lassen sich also s und Sj als die 
Endglieder einer Kette von Perspektiven Gliedern auffassen; 
daher"""': 

6. Zwei einförmige GrundgebUde sind projektiv, wenn 
je vier harmonitchen Elemmlen des einen mer hamumische 
Elemente des andern entsprechen. 

Zusatz. Da in zwei kongruenten Grundgebilden vier z 
harmonischen Elementen vier harmonische Elemente ent- 
sprechen, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze: 

Kongruente Grundgebilde sind projektiv, 
ein Satz, den wir früher**'"' nur durch die Geometrie des 
Hafses beweisen konnten. 
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6 165. Kennzelehen für drei komponierende Involu- 
tionen. Weil die ans zwei Involutionen IQ] und [Äl reaol- 
tierende [P] den Pol P von QÄ ale Zentrum hat''*^', so 
ergeben je zwei von den drei Involntionen [Q] [Ä] [5] die- 
selbe resnltierende, wenn ihre Zentren Q RS in einer 
Gerade liegen. Um diesen Satz aqf beliebige Involutionen 
Übertragen zu können, mtlBsen wir die Bedingung, dafs die 
Zentren QRS in einer Gerade liegen, in eine andere Form 
bringen. — Sind in [Q] [ß] [S] dem Punkte A die Punkte 
A^ A^ Ag nnd dem Punkte B die Punkte JS, 5, B^ homolog, 
so ist A Bf B^ Bg ys^ B A, A^ Ag die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafUr, dafs die drei Zentren Q i£ 'S in 
einer Gerade liegen; denn projiziert taan AB^B^Bg &u.aB 
und BA^A^A. aus A, so erhält man zwei projektive 
Strahlenhtlschel''«'), in welchen dem Strahle -B(J) der Strahl 
A (B) entspricht, so dafs die Schnittpunkte je zweier homo- 
logen Strahlen, d. h. die Involutionszentren, in einer Gerade 
liegen***'. 

Lehrsatz: Wenn in den Involutionen Q^ R^ S^ den 
Elementen A und B die Elemente A^ A, A^ und 
S, B^ ßg homolog sind, so ist AB^B^B^/^BA^A^ A^ 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, 
dafo die drei Involutionen komponierende einer und 
derselben resultierenden Involution sind. 

M 166. Gesamtheit der komponierenden Involutionen. 
Soll eine Involution [Q] eine komponierende der Involution 
[P] sein, so mufs ihr Zentrum Q in der Polare p von P 
liegen"*'''; soll in ihr anfserdem dem Punkte A der Punkt 
A, homolog sein, so mufs Q in der Verbindungslinie A A 
liegen. Q ist also bestimmt als Schnittpunkt von p und 
AA^. 

1. Lehrsatz; Eine Involution tat beiÜmmt durch ein 
Elementenpaar und eine remitierende Involution. 

In Zeichen: Entsprechen den Elementen A und A^ in 
der resultierenden Involution P* die Elemente A und A^, so 
ist die durch das Elementenpaar A A^ und die resultierende 
Involution P* bestimmte Involution AA^.A A^'"'*^. — 

Wenn der Punkt Q die Polare p von P durchläuft, so 
liefert Q als Involutionszentrum sämtliche Involutionen [Q], 
welche komponierende von [J^ sind. Ist G ein fester Punkt 
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der Knire k^ und G^ der Punkt, in dem die Verbindonga- 
linie G Q die Kurre zum zweiten Male sohneidet, so dnrch- 
Jäuft Gj, wenn Q die Polare p durchläuft, die Kture A*. 
Wir erhalten daher sämtliche komponierende Punktreihen 
von [P], wenn wir irgend einem festen Punkt G der Reihe 
nach alle Punkte G, zuordnen und die durch die Punkte 
paare G G, and [P] bestimmten Inrolntionen konstruieren. 

2. Lehrsatz: Man erhSit die sämtlichen kompo- 
nierenden einer Involution P^, wenn man irgend einem 
festen Elemente G der Reihe nach sämtliche Elemente 
G^ als homologe znwetst und die durch diese Zu- 
weisungen bestimmten Inyolntionen konstruiert. — 
Wenn P* hyperbolisch ist, so giebt es unter den 
komponierenden zwei parabolische: diejenigen, ftlr 
welche G, mit einem Ordnungselement zusammen- 
iäUt(ä»J. — 

Ist B ein zweiter fester Punkt und 11^ der zweite 
Schuittponkt von S{Q) und k\ so beschreiben, während Q 
die Polare p durchläuft, G{Q) und S{Q) zwei zu p Per- 
spektive Strahlenbtlsehel, die Punkte G^ und B^ also zwei 
projektive Punktreihen"'*: 

3. Die Elemente G^ und H,, welche zwei festen Ele- 
menten G und H in den komponierenden Hner Involution 
P* komßloff sind, sind projektiv auf einander bezogen, 
wenn man die Elemente Gj und H, einander zuordnet, 
die den festen Memerden in derselben komponierertden 
homolog sind. — 

Sind G und B zwei homologe Elemente von P^, so 
sind die Elemente G^ und Hj^, welche ihnen in der kom- 
ponierenden Involution Q* homolog sind, wieder zwei 
homologe Elemente von P*(»69i): 

4. Die Elemente G^ und H^, welche zwd homologen 
Elementen G und H von P^ in irgend einer komponierenden 
von P^ hot/wlog sind, sind Elementenpaare der Involution P*, 

Als besondere Fälle sind noch hervorzuheben: 

5. Fällt G in B, so f&üt B^ ia G; fällt G^ in 
G, 80 fällt Ä, in B. 

167. Drei Involutionen. Sind ^ A ^^ A, vier beliebige i« 
_Pnnkte einer Kurve k\ so ist der Schnittpunkt P (Fig. 105) 
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von A A nnd -d, A, konjugiert dem Scbnitipmikt Q von 
AÄ^ and AA,(»20; die Involution ^^, .AA, ist daher eine 
komponierende der Involution Äk.A^ A^C"^'. Daeaelbe gilt 
von der Involution Ak^.A^ A. 

1. Von den drei Involutionen J A . ^, A, ; AA^ . AAj ; 
^ Aj . ^j A sind je zwei komponierende der dritten. — 

Sind je zwei von drei krummen Involutionen [P] [Q] [Äj 
komponierende der dritten, so sind die 
Zentren die Ecken eines Poldreieckst""''. 
Ist also A (Fig. 105) ein beliebiger 
Punkt von k\ dem in [P] [Q] [-S] die 
drei Punkte A^, Aj homolog sind, so 
bilden AhA^k^ die Ecken eines Knrven- 
vierecks, von dem PQR die Diagonal- 
pnnkte sind"'''!. Die drei Involutionen 
sind also {F\ = Ak.A^k^\ {C^^AÄ^ 
^- "«'■ . A A, ; [Ä] = ^ A^ . ^1 A : 

2. Wenn in drei Involutionen, von denen je zwei 
komponierende der dritten sind, einem Elemente Ä die 
Elemente A^^A, homolog sind, so sind die drei In- 
volutionen: ^ A . ^^ A, ; A A^.k A^; A k^ . A^ k. 

3. Wenn von drei Involutionen je zwei komponierende 
der dritten sind, so sind zwei dieser Involutionen 
hyperbolisch; die dritte ist elliptisch***''. 

ts 16S. Die konjugrlepten Involutionen der Strahlen 
eines Punktes. Projizieren wir die konjngierte Involution 
irgend einer Gerade p aas einem beliebigen Enrvenpnnkte 
'S, so schneidet die in S gewonnene Strahleninvolution die 
Kurve in einer krummen Punktinvolution, deren Zentrum 
der Pol P von p isti*'«'. Ist nun A irgend ein Punkt von 
p, also dem Puiikte P konjugiert"^', so ist die durch das 
Zentrum P induzierte krumme Punktinvolution eine kompo- 
nierende''** ^' (oder, was dasselbe ist, eine resultierende) der 
durch das Involutionszentmm A bestimmten"'*''. Dreht sich 
der Strahl j? um ^, so beschreibt der Pol P von p die 
Polare a von ^<»«i'; es ergiebt sieh dfdier, dafs die konju- 
gierten Involutionen sämtScher Strahlen p von A aus 'S 
durch komponierende Strahleninvolutionen projiziert werden 
und dafs die resultierende aus diesen komponierenden In^ 
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Tolutionen die dtuch das iDvolntionszeDtnim A bestimmte 
ist. Diese resnltiereade wird aber ans S dnrcli eine In- 
Yolntion projiziert, die perspektiv zn der konjugierten In- 
volution der Polare a von A Meg^'^'^. 



Lehrsatz: Die konjugierten 
StrahleninvolTitionen der 
Punkte P einer Gerade a 
selineiden jede Kurventan- 
gente s in komponierenden 
Punktinvolntionen. Die resnl- 
tierende aus diesen kompo- 
nierenden ist diejenige, welche 
die konjugierte Strahlenin- 
Tolntion des Poles A von a 
in s aasschneidet. — Sie 
bestimmt daher eine krumme 

StrahleninTOlution , deren 
Achse die Gerade a ist. 



Lehrsatz : Die konjugierten 
Punktinvolutionen der Strah- 
len p eines Punktes A werden 
ans jedem Knrreapankte S 
durch komponierende Strah- 
leninvolntionen projiziert Die 
resultierende aus diesen kom- 
ponierenden ist diejenige, 
welche die konjugierte Punkt- 
involntion der Polare a von 
j3 in 5 erzeugt. — Sie 
schneidet daher<'*>' die Knrve 
m einer knunmen Punktin- 
Tolution, deren Zentrum der 
Punkt A ist. 

Zttsatz. Hat die konjugierte Involution irgend eines z 
Strahles p von A die Ordnungspunkte K und K^, mit andern 
Worten'**^ schneidet p die Kurve in den Punkten K und 
Äj, so sind S{K) und S{K^) homologe Strahlen der resul- 
tierenden Involution von 5t'"'>. S{K) und S{K^) schneiden 
also nach unserm Satze die Polare a von A in konjugierten 
Punkten. Daraus erkennen wir, dafs unser Satz eine Ver- 
allgemeinerung von Nr. 98^ ist Für den Fall, dafs A ein 
hyperbolischer Punkt ist, wufste dieser Satz nichts aus- 
zusagen über die Strahlen, die die Kurve niekt sehneiden; 
erst der Begriff der komponierenden Involntion vermag diese 
Lücke auszufüllen. Um für den Satz einen kurzem Äus- 
dmck zu gewinnen, fuhren wir die adjungierte Involution ein 
durch die 

1. Definition: Jede resultierende eitler konjugierten 
Involution heißt der Kurve adjungiert. 

Es schneidet also die Strahleninvolution, welche die 
koiyngierte Involution der Gerade a aus S projiziert, irgend 
einen Strahl p des Poles A von o, das ist irgend eine der 
Gerade a koiyngierte'*^-' Gerade, in einer adjungierten In- 
volution : 
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2. Die StrahleninTolation, 
durch welche die konjugierte 
PnnktiDvolntion einer belie- 
bigen Grerade o ans irgend 
einem Enrvenpnnkte projiziert 
wird, schneidet jede der Ge- 
rade a konjn^erte Grerade in 
einer der Kurve adjnngierten 
Involution. 



2, Die Punktinvolntion, in 
welcher die koiyngierte Strah- 
leninvolution eines beliebigen 
Punktes A irgend eine Tan- 
gente schneidet, wird ans 
jedem dem Punkte A kon- 
ju^erten Punkte durch eine 
der Knrve adjun^erte Invo- 
lution projiziert. 



iB 169. Verallgremeinerung' des Satzes von Desargrues. 

Ä S, A S (Fig. 106) seien die Ecken eines beliebigen Kurven- 
vierecks, p eine beliebige Gerade imd P ihr Pol. Wir be- 
zeichnen die Punkte, in denen p von den Gegenseiten 5 A 
und S^B geschnitten wird, durch A nnd A^, und die Funkte, 
in denen p von den Gegenseiten S B und S^ A geschnitten 
wird, durch B und B^. 
Schliefslich mögen die 
Verbindungslinien S A^ 
und SB^ von der Kurve 
zum zweiten Male in A, 
und B, geschnitten werden. 
Es bilden dann die Korven- 

pnnkte SÄ^ A ^~B B, ein 
Sechseck, ans dem her- 
vorgeht l"', dafs auch die 
Verbindungslinien A Aj und 
8 Bj sich in einem Funkte Q von p schneiden. Die krumme 
Involution AAj.BB,, von der Q daß Zentrum ist, ist, weil 
Q in der Polare p von P liegt, eine resultierende der 
kmmmen Involution, die durch den Fol P in der Kurve 
induziert wird"*'''. Es wird daher ans dem Kurvenpunkte S 
die krumme Involution [Q]=; AAJ.BB, durch eine Strahlen- 
involntion projiziert, die eine resultierende ist von der 
Strahleninvolntion, durch welche die krumme Involution [P] 
aus S projiziert wird. Diese Strahleninvolution aber 
schneidet p in der der Kurve konjugierten Involution von 
pl*^'); also ist die Involution A A^ . B B^, welche durch die 
Strahleninvolntion S (AA, .BB^) in p ausgeschnitten wird, 
eine resultierende der konjngierten Involution von p. Da 
AA^.BB^ die Funkte sind, in denen zwei Paar Gregeu- 
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Seiten des Emrenviereeks ä S, A B die Gerade p schneiden, 
80 haben wir: 



1. Die Gegenseiten eines KuT' 
venviereeks »chneiden jede Ge- 
rade in einer Punktinvolution, 
die eine resultierende der hm- 
jugierten Involution dieser Ge- 
rade ist. — 



1. Die Gegenecken eines Kur- 
venvierseüa werden aus jedem 
Punkte dtirch eine Strahlen- 
invotviion pr<yiziert, die eine 
residierende der konjugierten 
Involution dieses Punktes ist. — 



Hat die konjugierte Involntion der Gerade Ordnungs- 
pnnkte, d. h, schneidet die Knrve die Gerade, so Bind diese 
Sclmittponkte einander homolog in der reenltierenden In- 
volntion"*'''. Es ist unser Satz also eine Verallgemelnernng 
des Lehrsatzes von Desargnes''"*'. Die aügemein»te Form 
dieses Satzes wird sich uns in Nr. 194g ergeben. — 

Mit Hülfe des Begriffs der adjungierten Involution <^*^^'' 
läfst sich unser Satz so aussprechet 



2. Die Gegenseiten eines KuT- 
venvierecks sehneiden jede Ge- 
rade in einer der Kurve ad- 
jungierten Punktinvolution. 



2. Die Gegenecken eines Kur- 
venvierseits werden aus jedem 
Punkte durch eine der Kurve 
adjungierte Strahleninvohttion 
j>r(^iziert, 

170. Die Hauptstpahleninvolutlon. Zwei Gegenseiten no 
g^ and h* und ihre diagonale Involution u-<'"8) werden aus 
einem beliebigen Punkte S dnrch drei Strahleninvolutionen 
projiziert. Wir wollen beweisen, dafs diese durch zwei 
Gegenseiten und ihre diagonale Involution in einem be- 
liebigen Punkte S induzierten drei Strahleninvolutionen 
komponierende einer und derselben resultierenden sind. 
Sind also in den drei StrahleninTolutionen den Strahlen a 
und b die Strahlen a, a, Og und 6, b^ b^ homolog, so ist 
naehznweisen"*'', dafs i Qj a, o, 7\ <" *i *3 \ i^*- Schneidet a 
die drei Träger ^Am in CTÄ (Fig. 107), so liegen die drei 
den Punkten CV Ä in ghu homologen Punkte C^V^B in 
einer Gerade a<"*', und es ist der {in der Figur nicht ge- 
zeichnete) Strahl S (C,) = ai, S {r;} = a^, S {B) = a^. 
Sehneidet ferner ein zweiter Strahl 6 von S die drei Träger 
ghu in i> Ä A^, so liegen die drei den Punkten D t^A^ ia 
ghu homologen Punkte D LiB^ in einer Gerade ß, und es 
ist S(i>,) = 6,, S(Ai)=^V S{B^\=h^. Mit Hülfe von 
aa b ß läfst sich noch zn einem dritten Strahl e von S der 
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ste / konstruieren. Bezeichnen wir nämlich die 

Schnittpunkte {aß), (ßa), (ab) durch PQR, so bilden aa 
und b ß zwei Paar Gegenseiten des Vierecks S PQß. Da 
a u und bß äie drei Träger ghu in Paaren homologer 
Punkte sehneiden, so imifs auch das dritte Paar Gegenseiten 
SQ=:c und PR^Y die drei Träger in Paaren homologer 
Pmikte schneiden""". Nun wiesen wir''^^', dafs die den 
Strahlen von S zugeordneten Geraden einen krummen 
Strahlenbüsehel bilden, dem anch g h u angehören. Wir 
haben demnach von diesem Strahlenbüsehel die sechs Strahlen 
Da irgend zwei Strahlen eines krummen Strahlen- 




btischels von den übrigen in zwei projektiven Puuktreihen 

geschnitten werden"*"', so haben wir a (y g hu)'/{ ß {y g hu). 
Nach der Konstroktion ist y die Verbindungslinie des Punktes 
R-^{ba) und des Punktes P=(aß). Die Punkte ß 0) 
und ß (y) werden daher aus S durch die Strahlen b nnd a 
projiziert. Die Punkte a {ghv) sind C, T^ B, sie werden 
daher aus S durch a, a Og projiziert; ebenso werden die 
drei Punkte ß{ghu) oder i)^ A^ S, aus S durch 6, i, 6, 
projiziert. Aus a{yghu)/\ß{ygh u) ergiebt sieh daher 
durch Projektion aus S: ha^a^a^'/\ab^b^b^, 

Lehrsatz: Zxcei Gegenseiten I Lehrsatz: Ztoei Gegeneckm 
und ihre diagonale Involution und ihre diagonale Involution 
werden aus jedem Punkte durch \ schneiden jede Gerade in drei 
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drei komponierende Strahlen- 
involutionen projiziert. — Die 
remitierende aus diesen drei In- 
volutionen soll die Ha uptstrahlen- 
involution des Punktes genannt 



komponi^enden Punkdnvolu- 
tionen. — Die resultierende ans 
diesen drei Involutionen soll die 
HauptpunktinvohUson der Ge- 
rade genannt werden. 



* Änmerhing. HabeD g^ nnd A* die OrdniuigspDDkte KK^ i 

nnd LL und folglich"*'"* u* die Ordnangspirnkte V W, so 
ist, weil die OrdnongselemeDte der komponierenden Involntion 
homologe Elemente der resultierenden sind'-'^'J, die in S 
resultierende Involution S {KK^. LL^ .V W). Die Ponkt- 
paare KK^. LL^. VW sind aber, wie wir wissenl^"'', die 
Gegenecken eines Vierseits. Unser Satz ist daher eine Ver- 
allgemeinerung Yon Nr. 64 Z; Die drei Paar Gegenecken 
eines Vierseite werden aus Jedem Punkte durch drei Strahlen- 
paare einer Involution projiziert. 

Zusatz. Sind (unter Einfshrong einer neuen Bezeichnung) z 
a nnd b zwei homologe Strahlen der Hauptstrahleninvolution 
von E, welche ^ in ^ und B und A in A und B schneiden, 
so sind auch die Strahlen von E, 
die dnreh die homologen Punkte A^ 
und -Bj von g* und dnreh die 
homologen Punkte A^ und B, von 
A^ gehen, einander homolog in der 
Hauptinvolution E'^fisS'). Diese Be- 
merkimg wenden wir an auf den 
Strahl £(C0 und den ihm in E^ 
homologen Strahl, der g h nnd u in 
CV und A (Fig. 108) schneiden 
möge; ea sind dann auch E{G) ■ 
und £(C,X E{B) und £(rj je 
zwei homologe Strahlen der Haupt- ^ "'*' 

Involution, so dafa wir haben £* = JE{f/C . ff C, . ff T,). 
Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem A von E{C^) ge- 
schnitten wird, durch Aj, und den Ponkt, in dem g von 
E{V,) geschnitten wird, durch D^, so wissen wir*"^, weil 
die Strahlen E{CC^r^) den dorch die Ecken des Dreiecks 
Ü GH gehenden Strahlen E(üGH) homolog sind: 

1, Die drei Punkte A Z>, Aj liegen in einer Gerade. 

Bezeichnen wir femer die Punkte, in denen die Diagonale 
13» 
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u von den Strahlen £(C^) und E{r^) geschnitten wird, durch 
Gj und ffj, so ist die von i^ in « auBgeschnittene Ponkt- 
involntion GG^.HH^. Diese mufs nach miserm Satze*'''*" 
eine resultierende der diagonalen Involution sein. Da nnn 
G und H zwei homologe Punkte der diagonalen Involntion 
sind*'^'*', so mtlBsen aueh'"''' G^ und H^ zwei homologe 
Punkte der diagonalen Inyolution sein: « 

2. Die Strahlen E{C^) und £(r,), die den Strahlen 
E{G) und E(H) in der Hauptinvolution E^ homolog 
sind, schneiden die Diagonale u in zwei homologen 
Punkten G^^ und H^ der diagonalen Involution; 

oder 

3. Die Hauptatrahleninvolution von E schneidet die 
Diagonale in einer komponierenden G G^ . HE^ der 
diagonalen Involntion GB . G^H^. 



§ 14. Konjn^erte Projektivitäten. 
" 171. Zwei Kurven In doppelter Berührui^. Ist uns 

in einer Kurve i* die krumme Projektivität SAB . , , ^S, A, B^ ... 
gegeben, so ist durch sie die Projektionsaehse p als Paseal- 
sche Gerade des Kurvensechseeks SA, BS, AB,*'^' und das 
Projektionszentrum P als Brianehonseher Punkt des zu- 
geordneten Knrvenseehsseits sa^ (3 «^ «/?,*''*' bestimmt, also 
die Projektionsaehse als Verbindongslinie der 
Schnittpunkte (ß A^) (S^ A) nnd (B S,) (B^ S), 

das Projektionszentrnm als Sclmittpunkt der Ver- 
bindungslinien [sa^] (s, a) und (ßs^) (/Sj s). 
Daraus ergiebt sich'*" "• *" : 

1. Die Projektionsaehse ist die Polare des Projektious- 
zentrnms; 

oder anoh: 

2. Die Pasealsche Gerade eines Knrrensechsecks ist 
die Polare des Brianchonschen Punktes des zugeord- 
neten Secbsseits. — 

Den Schnittpunkt von S Aj und S^ A, der in der Pro- 
jektionsaehse p liegt"*', wollen wir durch X\ den Punkt, in 
dem sich die Verbindungslinien homologer Pnnkte S S, und 
A A^ schneiden, durch Y und den dritten Diagonalpmkt des 
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KnrvenviereckB 5 S A Aj durch Z bezeichneo. Halten wir 
die Punkte S tind S^ fest und lassen X sich in p bewegen, 
so beschreibt die Diagonallinie jr^YZ, weil sie die Polare 
von X iet^'**'', einen zu Z projektiven Strahlenbüsehel'^w 
und der Punkt Y", in dem A j^ die feste Gerade S Sj 
schneidet, eine zu X projektive Punktreihe. 

Gehen wir nicht von den Punkten 5 und S^, sondern 
von irgend zwei andern festen homologen Punkten X und 
L^ der gegebenen krammen Projektivität aus, so dafs sieh 
L Aj und ij A in einem Punkte X^ von p schneiden'^^', so 
beschreibt die Diagonallinie F, Z^ des Kurvenvierecka 
LL^kk einen zu X^ projektiven Strahlenbüschel und der 
Punkt ij^, in dem A A,^ die feste Gerade L L^ schneidet, be- 
schreibt eine za X^ projektive Punktreihe. Wir haben also: 

r,AX,KA(*)"«ÄS,(A)ÄXÄ5'- 
Die Verbindungslinie Y Y^, das ist die Gerade A A^ be- 
sehreibt daher einen krummen StrahlenbOschel /ij"^'. — 

Es läfst eich femer zeigen, dafs die Gerade x, welche 
nach der Konstruktion die Polare des Punktes X t^ die 
Kurve ^^ ist, aneh itlr den krummen Strahlenbttschel n^^ die 
Polare des Punktes X ist. — Weil tc von X durch die 
Gegenseiten SS^ und AA, des Vierecks -55, AAj harmonisch 
getrennt ist'^*«*, so ist Y{X) eine der Gerade x für n^^ kon- 
jngierle Gerade**^«*. Sehneidet L {X) die Kurve üum zweiten 
Male in B, so schneidet L {X) die Kurve zum zweiten Male 
im homologen Punkte B^'^'t. Von dem Kurvenviereek LL^ BB, 
ist X der eine Diagonalpunkt; bezeichnen wir die beiden 
andern durch Y, und Z^, so fallen*^*' Y^ und Z^ in die 
Polare x des Punktes X für i*; der Gerade x ist daher^*^-' 
anch Yg (X) für //^^ konjugiert. Folglichf^v ist X der Pol 
von X fiir ft^^. Da demnach die Polaren x der Punkte X 
von p für k^ und ^^^ zusammenfallen, so haben k^ und ;t^' 
die konjugierte Punktinvolntion von p und die konjugierte 
Strahleninvolution von P gemeinsam. 

. Die Punkte, in denen sich 

homologen Tangenten einer 

krummen Projektimtöi von k' 

schnöden, bilden eine krumme 



3. Die Geraden, welclte die 
homohg&n Punkte einerkrummen 
Projektivilät von k" verbinden, 
bilden einen krummen Strahlen- 
bütchel fijK Die krumtne Punkt- 



Punkreihe n,*. Die beiden 
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reüie k' und der krumme 
Sirahlenbüschel fi^^ haben die 
konjugierten Involutionen der 
Projektümachse nnd des Pro- 
jekttonssentrums gemeinsam. — 



hemmen Punktreihm k^ und 

n^^ haben die konjugierten In- 
volutionen des ProjekÜom- 
zentrums und der Projektione- 
achee gemeinsam. — 



Sehueidet die Verbindniigslmie der homologen Punkte 
5 und S^ die ProjektionaachBe p in E, so geht die Polare 
von E iär k^ nach nnserm ersten Satze durch das Projektions- 
zenknm P tuid'*'«> den Punkt E^, welcher von E durch S 
und S^ harmonisch getrennt ist. Diese Verbindungslinie 
PE, ist aneh die Polare von £ für die Kurve ;«,*, und da 
sie durch den Pol von SS,, das ist'*^'* durch den Berührungs- 
punkt von SSj, geht, so ist .E, der Bertthmngspunkt von SS^: 
Die Strahlen, welche von 



4. IHe Punkte, welche von 
der Pryektionsachee durch die 
homologen Pinkle der Pro- 
jeJctivität harmonisch getrennt 
sind, bilden die krumme Punkt- 
reihe m/. — 



dem Prt^ektitmszentrum durch 
die Iiomologen Tangenten der 
Projektimtät harmonisch getrennt 
sind, bilden einen krummen 
Straldenbüschel v.^. — 



Da der Schnittpunkt homologer Tangenten s und s^ der 
Pol der Verbindungslinie homologer Punkte S und S ist'*^ '^'^, 
so gehen die Kurven ^, ^ und w, * (m^^ und v^^) durcn Polari- 
sation vermittelst der Kurve A*P' ^' auseinander hervor. 
L Anmerkung. Hat die konjugierte Involution von p 

OrdnoEgspunkte und folglich'*^»' die konjugierte Involution 
von P Ordnungsstrahlen, so haben A^ and ^,^ zwei Punkte 
und ihre Tangenten gemeinsam*''«'. Von zwei Kurven, die 
einen Punkt und seine Tangente gemeinsam haben, sagt 
man, dafs sie sieh berühren, k^ und ^,* (m,ä^ sind also zwei 
Kurven in doppelter BerOlirung. 

s 172. Büschel von Kurren In doppelter Berühruiig. 
Weisen wir dem Punkte S von A^ nicht den Punkt Sj, 
sondern irgend einen andern Punkt S^ von k^ ala homologen 
zu, so können wir eine Projektivität konstruieren, für die p 
ebenfalls die Projektionsachse ist. Wir haben nur einem 
beliebigen Punkte A den Punkt A, zuzuordnen, den wir er- 
halten, wenn wir den Schnittpunkt von S, A und p ans S 
auf die Kurve projizieren. Die Verbindungslinien der homo- 
logen Ponkte A and Ag bilden einen kxommen Strahlen- 
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bUsehel /<»*, der ebenfalls mit B die konjugierte Involution 
TOE p und P gemeinBam hat. Jedem weitem Punkte S^ 
entspricht ein neuer StrahlenbUschel ^g*. 

1. Die Gesamtheit dieser krummen BUsehel ft^ nennt 
man eineo Büschel von Kurven in dop-peUer Berührung. 

2. Ordnet man dem Fnnkte S den Punkt S' zu, der 
mit S und P in einer Gerade liegt, so geht die Ver- 
bindungslinie homologer Punkte A und A' durch P'.^''^ 
nnd aus der Projektivität wird eine Involution; der 
lirunime Btleohel fi'^ zerfällt in den geraden Büschel P. 

3. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S selbst 
zu, so fällt auch jeder andre Funkt A mit seinem 
homologen zusammen; die Kurve |U^ ist der Tangenten- 
bttscbel von k^. — Die Kurve k'^, von der wir aus- 
gingeu, ist also als eine Kurve des Büschels zu zählen. 

173. Büschel von Projekttvltäten. Ist uns in F i; 
eine krumme Projektivißlt gegeben, so können wirf'"', in- 
dem wir den Punkt 5, auf i^ sieh bewegen lassen, filr jede 
Lage des Punktes S^ eine krumme Projektivität konstruieren, 
die mit der gegebenen die Projektiousachse (und das Pro- 
jektionszentnun) gemeinsam hat. 

1. Den Inbegriff der krummen Projektivitäten, die 
die Projektionsachse gemeinsam haben, wollen wir 
einen Büschel von Projektivitäten nennen. — Unter den 
Projektivitäten eines Büschels befindet sieh eine In- 
volution"""'. 

Um nun unsere Betrachtungen auf beliebige Projektivi- 
täten übertragen zn können, mttssen wir sie von dem Be- 
griffe der Projektionsachse befreien. Dazu gelangen wir 
auf folgendem Wege. 

Jedes Element einer Projektivität ist, weil es zum ersten 
oder zweiten der die Projektivität erzeugenden Grundgebtlde 
gerechnet werden kann, als ein zweifaches au&ufassen. 
Einem beliebigen Elemente A (Fig. 109) entspricht daher, 
wenn wir es zum ersten Grnndgebilde rechnen, ein Element 
A^ und, wenn wir es zum zweiten Grundgebilde rechnen, 
ein von A^ verschiedenes Element Ag ; entspricht aufserdem 
noch dem beliebigen Elemente B als Element des ersten 
Grundgebildes das Element Bj, so ist die Projektivität 
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durch ABAj/\A, Bj^A bestimmt"**'. Nehmen wir an, dafs 
unsere Projektivität eine krnmrae Pnnktprojektivität ist, so 
ergiebt sich die Pro- 
jektionsaehse*'" ans dem 
Schema: 




A B, Aj A^ BA. 

Zeichnen wir nun den 
von A doreh A, und A^ 

harmonisch getrennten 
Punkt A, Bo gehen die 
Tangenten von A und A 
durch den Punkf'"*', in 
dem die Ij^ojektionsachse 
von A, Aj geschnitten wird. 
Die Verbindungslinie A A 
geht daher als Polare 
dieses Schnittpunktes*'* ^'l durch den Pol P von p, das 



vig. io>. 



Projektionszentnimt''" ■'. 

2. Zeichnen wir zu jedem Elemente A einer Pro- 
jektivifät das von ihm durch A, nnd Aj harmonisch 
getrennte Element A, so sind A und A Elementenpaare 
einer Involution. Diese Involution soll die der Pro- 
jektivität harmonisch zugeordnete Involution heifsen. Das 
Element A wollen wir kurz das dem Elemente A har- 
monisch zugeordnete nennen. 

3. Definition: Der Inbegriff der Projektivitäten, die 
die harmonisch zugeordnete Involution gemeinsam haben, 
heifst ein Büschel von Projektivitäten. — 

Zum Punkte A (Fig. 109) finden wir den homologen 
Punkt A^ der Projektivität, indem wir den Punkt, in dem 
fi^A die Projektionsaehse schneidet, mit A verbinden und 
den zweiten Sehnittponkt dieser Verbindungslinie mit der 
Knrve bestimmen"**. Da A^ A^^ durch P geht''^'>, so haben wir: 

4. Sind A und A^ zwei homologe Elemente einer Pro- 
jektivität und A und A, die ihnen harmonisch zugeordneten, 
HO ist in der Projektivität dem Elemente A das Element 
Aj^ homolog. —- 

Mit Hülfe dieses Satzes läfst sich beweisen: 
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5. Eine FrojelOiväät üt bestimmt, wenn «n Elementen' 
paar A A^ und die Itarmomach zugeordnete Involution ge- 
geben igt. 

Konstmktion der Projektivität : Da die harmoDiseh zu- 
geordnete InvoIatioQ gegebeD ist, so sind die den Elementen 
A und Aj harmonisch zugeordneten Elemente A und A^ 
bekannt; sie bilden, me wir eben gesehen haben, ein zweite 
Elementenpaar der Projektivität. Konstruieren wir noch das 
von Aj durch A und A harmonisch getrennte Element A,, 
so ist diesem das Element A homolog, so dafs die Pro- 
jektivität bestimmt ist durch KÄ ^.-.'/{k^^A^k, — 

Wir erbalten sämtUehe Frojektivitäten eines 
lels, wenn wir einem festen Elemente A der Reihe 
nach sämtliche Elemente Aj zuordnen. Fällt A^ in das 
Element A, welches dem Elemente A in der harmonisch 
zugeordneten Involntion homolog ist, so lallt die Pro- 
jektivität mit der harmonisch zugeordneten Involution 
zusammen. 

174. Koi^aglerte Projektivttäten. 17 



1. Deünition: Schneiden 
wir die Kurventangenten a 
dnrch irgend zwei feste Tan- 
genten s und s^, so erhalten 
vrir in « und s, zwei pro- 
jektive Punktreihen, die aus 
jedem Punkte P dnrch eine 
Projektivität projiziert werden. 
Diese gerade Strahlenprojek- 
tivität von P soll der Kurve 
■( heifsen. — 



1, Definition: Projizieren 
wir die Kurvenpunkte A aus 
irgend zwei festen Kurven- 
punkten S und 5^, so er- 
halten wir in S und S^ zwei 
projektive"*"' Strahlenbtlschel, 
die jede Gerade p in einer 
Projektivität schneiden. Diese 
gerade Fonktprojektivität von 
p soll der Kurve konjugiert 
heifsen. — 

Durch die Gterade p als Projektionsachse ist in der 
Kurve ein Büschel von krummen Piojektivitäten bestimmt"'*''; 
jeder krummen Projektivität des Büschels ist eine gerade 
Projektivität in der Achse zugeordnet'^'''', die wir erhalten,, 
indem wir die Kurvenpnnkte aus irgend zwei homologen 
Punkten der krummen Projektivität auf die Achse projizieren; 
die den krummen Frojektivitäten des Büschels zugeordneten 
geraden Projektivitäten der Achse sind also der Kurve kon- 
jugiert: 
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2. Die der Kurve konju- 
gierten Strahlenprojektivitä- 
ten eines Ponktes bilden 
einen Büschel. — 



2. Die der Kurve konju- 
gierten Pnnktprojektivitäten 
einer Gerade bilden einen 
Büsohel. — 

Da nnter den kramtuen Projektivitäten des BUschels 
eine Involution istc'ä'), so ist anch anter den geraden Pro- 
jektivitäten der Achse eine Involution; es ist dieselbe, die 
wir bereits früher die der Kurve konjugierte Involution von 
p genannt haben***"': 



3. Die einer konjugierten 
Strahlenprojektivität harmo- 
niseb zugeordnete Involution 
ist die konjugierte Strahlen- 
involution des Punktes. 

4. Sind a und «, zwei 
homologe Strahlen einer kon- 
jugierten Projektivität, so 
sind auch die a und o, kon- 
jugierten Strahlen einander 
homolog in der Projektivität. 



. Die einer konjugierten 
Punktproj ektivität harmonisch 
zugeordnete Involution ist die 
konjugierte Punktinvolntion 
der Gerade. 

4. Sind A und A^ zwei 
homologe Punkte einer kon- 
jugierten Projektivität , so 
sind anch die A und A^ kon- 
jugierten Punkte einander 
homolog in der Projektivi- 
tät l"»'). 

5. Ist uns eine konjugierte Projektivität gegeben, 
so können wir aus ihr die konjugierte Involution 
zeichnen <"*•'. 

6. Durch die konjugierte Involutiou und ein Elemen- 
tenpaar ist eine konjugierte Projektivität bestimmt"'^'. 

7j 175. Perspektive Lage zugeordneter Projektivitäten. 
Einer krummen Projektivität ist in der Projektionsaehse p 
eine gerade Punktprojektivität und in dem Projektions- 
zentrum P eine gerade Strahlenprojektivität zugeordnet"". 
Wir wollen zeigen, dafs diese beiden geraden Projektivitäten 
perspektiv liegen. 

Sind A und A^ (Fig. 110) zwei beliebige homologe Punkte 
der krummen Projektivität und S ein beliebiger Kurven- 
punkt, so liefern uns S(A) und S(A,) in der Projektions- 
aehse p die homologen Punkte A und ^,<"'i. Es ist zu 
beweisen, dafs P{A) und P{A^) zwei homologe Strahlen 
der Projektivität von P sind. Ist B der dem Punkte A 
konjugierte (92.1 Punkt von p, so dafs B der Pol von P{A) 
ist, so ist BS die Polare des Punktes E, in dem die 



.A^tX^t^lC 



§ U. Konjugierte Projektiviaten. Nr. 175—17« 



203 



Tangente in S von PA gesclmitteii wird, und schneidet die 
Kiure in einem Punkte B, der der Beriihmngspnnkt der 
zweiten von E an die Knrve gezogenen Tangente ß 
igtis8z,). ^je Verbiadongslinie AB geht durch P"^. — Ist 
nun B^ der dem Punkte A^ konjugierte Punkt, so ist B^ 
dem Punkte B in der Projektivität homolog'''*«'; 5 (5,) 
schneidet daher die Kurve 
in dem Punkte B,, der 
in der krummen Pro- 
jektirität dem Punkte B 
homolog ist. Die Tan- 
genten ß und ßi schneiden 
daher die Tangente s in 
zwei Punkten E und E^, 
die aus /"durch homologe 
Strahlen der Projek- 
tivität von P projiziert 
werden'''-*. Weil aber 
£, der Pol von S{B^ 
jgjiajz,)^ so liegt E, ir 
der Polare von B- diesi 
Polare ist aber pA^^^'^ 
Die homologen Strahlen P{E) und P{Ej) der Projektivität 
von P gehen also durch A und A^ i 

Die gnaden Projektimtäten, wele/n ^ner krummen 
Pro^ktivität in derProjektionsachae und in dem Projekiiona- 
zmtrum zugeordnet «i'nd'"', liegen perspektii), 

Anmerkung. Von diesem Satze ist Nr, 92g ein beson- a 
derer Fall. 

176* Zlpkalare Ppojektlvltäten. r 

1. Definition: Eine Pnnktprojektirität der uneigent- 
lichen Gerade, der die zirkuläre Pnnktinvolntion"'*i> 
harmonisch zugeordnet ist, soll eine zirkuläre Punkt- 
projektivität heifsen; eine Strahlenprojektivität, die 
perspektiv zn einer zirkulären Pnnk^rojektivität liegt, 
soll eine zirkuläre Sbrahlenprojektivität heifsen. 

2. Jede Kurve, der eine zirkuläre Funktprojektivität 
konjugiert ist, ist ein Kreis*"*"'. -— 

Eine zirkuläre Pnnktprojektivität ist bestimmt durch 
zwei homologe Punkte A und A, ('''*•', Projizieren wir diese 
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ans einem beliebigen Punkte S Aarch die Strahlen a nnd 
ttj, 80 schneiden die in S auf a nnd a, errichteten Lote a 
nnd flj die nneigentliehe Gerade in den Ponliten A und A^, 
die den Punkten A nnd A, in der zirkulären Punktinyolntion 
homolog sind'"^' nnd daher""»' ein zweites Punktpaar der 
Projektivität bilden. Schliefslich schneidet der von «^ dnreh 
a und a harmonisch getrennte Strahl a^ die uneigentliche 
Gerade in einem Punkte A,, dem der Punkt A homolog ist, so 
dafs die Punktprojektivität bestimmt ist durch A ^ Aj 7\ A, ^4^ A. 
Gleichzeitig haben wir die zirkuläre Strahlenprojektivität 
a a Oj A "i "i <^ erhalten. In dieser ist Winkel aa^^^aa^, 
weil die Schenkel aufeinander senkrecht stehen. Da 
aa.a^a^ ein harmonischer Wurf ist und a senkrecht auf 
a steht, so ist ^ßc, = Oj «««,). 

3. Die StraMen einer zirkulären StraMenprojektimtät 
bilden mit ihren homologen gleicJte WinJeel - — oder 

Zwei Strahlenbügchel, die eine zirkuläre ProjeHivität 
erzeugen, dnd einander kongntent. 
Daraus etgiebt sich weiter: 

4. Zwei WiiM. sind gleich, wenn ihre Sc/tenkel die 
uneigentliche Gerade in zwei Paar homologen Punkten 
einer zirkulären Punktprojektivität schneiden. 

Dies ist in anderer Form der planimetrisehe Satz ober 
die Gleichheit der Peripheriewinkel. 

Da die konjugierte Involution eines Brennpunktes zir- 
kulär ist"^^', ao ergiebt sieh: 

5. Die konjugierten Strahlenprojektivitäten eines 
Brennpunktes sind zirkulär. 

Aus diesem Satze ergiebt sich('i*'> eine Folgerung, die 
in der Geometrie des Mafses so ansgeeprochen wird: 

6. Die Strecke, welche von zwei festen Tangenten 
auf einer bewegliehen Tangente begrenzt wird, er- 
scheint im Brennpunkt unter einem konstanten Winkel. 



§ 15. Kollineare and reziproke Verwandtschaft. 

17 177. Kollineare Verwandtsehaft. Der Inbegritf der 

Punkte und Geraden einer Ebene heifst ein ebenes System 
oder Feld. Wie wir bisher die Punkte zweier Geraden oder 
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die Strahlen zweier Punkte aufeinander bezogen haben, so 
lassen sieh auch, wie wir jetzt zeigen wollen, die Funkte 
und Geraden zweier ebenen Felder o und a, aufeinander 
beziehen. Hier bieten sich zwei Wege dar; Wir kßnnen 
jedem Punkte des ebenen Feldes a einen Funkt des ebenen 
Feldes öj und jeder Gerade von a eine Gerade von a^ zu- 
ordnen; wir können aber auch jedem Funkte von a eine 
Grerade von a^ und jeder Gerade von a einen Punkt von o^ 
zuordnen. Danach unterscheiden wir zwei VerwMidtschaften, 
die die koUineare und die reziproke genannt werden. Wir 
betrachten zunächst die kollineare Verwandtschaft zweier 
ebenen Felder, die wir so definieren: 

1. Definition: Zwei ebene Fdder a wnd a, Jteifsm 

koUiTtear, wenn jeder Gerade e von a mne Gerade «, von 

(jj zugeordnet ist und jedem in e liegenden Punkte F ein 

in ßj liegender Punkt F^. 

Wir können zeigen, dafs durch unsere Definition vier 
harmonischen Punkten (Strahlen) der einen Ebene vier 
harmonische Punkte (Strahlen) der andern zugewiesen 
sind. Sind P Q .W W vier harmonische Punkte von o, die 
in der Gerade t liegen, so entsprechen ihnen nach der 
Definition vier Punkte P^ Q, . W^ W\, die in einer Gerade t^ 
liegen. Konatmieren wir nun in a ein Viereck Ä A B ri''>, 
von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, während W 
und W auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpunkt^ Ä 
liegen, so entspricht diesem nach der Definition ein Viereck 
A, AjE^r,, von dem P^ und Q, zwei Diagonalpnnkte sind, 
während W^ und W\ auf den Gegenseiten des dritten 
Diagonalpunktes liegen, da z. B. den beiden Gegenseiten, 
die sich in P schneiden, zwei Geraden entsprechen müssen, 
die sich in i\ schneiden. Es bilden also auch P^ Q^ . VT, W\ 
einen harmonischen Wurf. Daraus folgt, dafs auch vier 
harmonischen Strahlen des einen Feldes vier Strahlen des 
andern homolog sind, die ebenfalls einen hannonisehen Warf 
bilden. Ans Nr. 164. ergiebt sieh demnach, dafs die homo- 
logen geraden Grundgebilde zweier kollinearen Felder pro- 
jektiv sind. 

Auch zwei homologe krumme Grundgebüde sind pro- 
jektiv; denn den Punkten einer Kurve k^ z. B., die durch 
die beiden projektiven Strahlenbttsehel S und 5' erzeugt wird, 
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sind die SehnittpUDkte zweier projektiven StraMenbttschel S^ 
und S\ homolog. Wir haben daier; 

2. Homologe einförmige Grundgebilde zweier kollinearen 
Felder sind projehiv. 

m 178. Konstruktion zweier kollinearen Felder. 

1. Aufgabe i Zwei ebene Felder kollinear auf- 
einander zn beziehen. 
Es bieten sich zwei Wege dar: 



Wir wählen in dem ebenen 
Felde a zwei beliebige Ge- 
raden a und « und in ff, zwei 
beliebige Geraden o, und a^ 
und ordnen der Gerade a die 
Gerade a, und der Gerade a 
die Gerade a, zu. Dem 
Schnittpunkte P Ton a und a 
mUfs der Punkt entsprechen, 
der sowohl in a^ als in c, 
liegt, also der Schnittpunkt 
Pj von a, und a^. Nun be- 
ziehen wir die Punktreihe a 
projektiv"" 80 auf a„ dafs 
dem Punkte P der Punkt P^ 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Punkten A und A von 
a zwei beliebige Punkte Ä, 
und Aj von a, entsprechen. 
Ebenso beziehen wir die 
Pnnktreihen a und c, pro- 
jektiv so aufeinander, dafs 
dem Punkte P der Punkt P, 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Punkten B und T von 
a zwei beliebige Punkte ßj 
und Tj von a^ entsprechen. 

Damit ist jedem Punkte 
von a und a ein bestimmter 
Punkt von a^ und a^ zuge- 
wiesen und wir können nun 
weiter festsetzen, dafa einer 



Wir wählen in dem ebenen 
Felde a zwei beliebige Punkte 
A und A und in a^ zwei be- 
liebige Punkte A^ und A, und 
ordnen dem Punkte A den 
Punkt ^ und dem Punkte A 
den Punkt A^ zu. Der Ver- 
bindungslinie p von A und A 
mufs die Gerade entsprechen, 
die sowohl durch -4, slIb durch 
Aj geht, d. h, die Verbindungs- 
linie p, von A^ und Aj, Nun 
beziehen wir den Strahlen- 
büschel A projektiv so auf 
den Strahlenbilschel A^, dafs 
dem Strahle p der Strahl p^ 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Strahlen ä und a von 
A zwei beliebige Strahlen i5, 
und a^ von A^ enfflpreehen. 
Ebenso beziehen wirdieStrah- 
lenbOsehel A und A^ so aufein- 
ander, dafs dem Strahle p der 
Strahl p, und aufserdem zwei 
beliebigen Strahlen (i und y 
von A zwei beliebige Strahlen 
ß^ uud y^ von A^ entsprechen. 

Damit ist jedem Strahle 
von A und A ein bestimmter 
Strahl von j4j und A, zuge- 
wiesen und wir können nun 
weiter festsetzen, dafs einem 
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beliebigen Gerade e von a, 
die a und a in £ und E 
schneidet, die Gerade e^ von 
ff, zngeordnet sein soll, die 
die zugeordneten Punkte £, 
und E. von a, und a, mit- 
einander verbindet. 

Lassen wir den Stralil e am 
einen beliebigen Punkt F sich 
drehen, so beschreiben E und 
E zwei projektive Panktreihen 
und folglich auch £, und E,, 
und zwar liegen die Punkt- 
reihen E^ und Ej perspektiv, 
weil -E, und E, gleichzeitig 
in P, fallen, nämlich dann, 
wenn der Strahl e durch P 
geht. Die Verbindungslinie 
e^ von E^ und E^ dreht sich 
daher um einen Punkt i"'^"** 
und dieser soll dem Punkte 
F zngeordnet werden. 

Damit haben wir jeder Ge- 
rade e von a eine Gerade e. 
von o^ und jedem Punkte F 
von o einen Punkt i*\ von ff, 
zugewiesen und zwar derart, 
dafs jedem in e liegenden 
Punkte i^" ein in e. Hegender 
Punkt F^ entspricht. 

Da die Schnittpunkte P- 
sahen , einander zugewiesen werden mutsten , so ist die 
projektive Beziehung von a und a, dadurch bestimmt, dafs 
wir zwei beliebigen Punkten A und r von « zwei be- 
liebige Punkte Ä, und f, von a, zuwiesen; ebenso ist die 
projektive Beziehung von a und o, dadurch bestimmt, dafs 
wir zwei beliebigen Punkten B und T von a zwei be- 
liebige Punkte B, und r, von (t^ zuwiesen. Da nun mit 
den Pnnkten & A und A^ A, auch die Geraden a und a^ und 
mit B r und B^ r, auch die Geraden « und «, gegeben 



beliebigen Punkte E von a, 
der aus A und A durch die 
Strahlen e und e projiziert 
wild, der Punkt E, von a^ zu- 
geordnet sein soll, in dem sieh 
die zugeordneten Sti-ahlen e^ 
unde, von.^jUndA^ schneiden. 

Lassen wir den Punkt E 
in einer beliebigen durch ihn 
gehenden Gerade / sich be- 
wegen, 80 beschreiben e und 
e zwei projektive Strahien- 
bUschel und folglich auch e^ 
und e„ und zwar liegen die 
StrahlenbUschel «j und e^ per- 
spektiv, weil e, und s^ gleich- 
zeitig in p, fallen, nämlich 
dann, wenn der Punkt E in 
p fällt. Der Schnittpunkt E^ 
von e^ nnd Cj bewegt sich 
daher in einer Gerade f^ und 
diese soll der Gerade /zuge- 
ordnet werden. 

Damit haben wir jedem 
Punkte E von a einen Punkt 
Ej^ von a^ und jeder Gerade 
/ von ff eine Gerade /, von 
Oj zugewiesen und zwar der- 
art, dafa jeder durch E geben- 
den Gerade / eine durch E^ 
gehende Gerade /^ entspricht. 
und P,= 
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sind, 80 sind die Stücke, die wir willkllrlicli annehmen 
können, die vier Pnnkte Ä A B T von a nnd die vier Punkte 
A] A, B, r, von ffj. 



2. IHe kollineare Verwandt- 
ichaft zweier ebenen Felder ist 
bestimmt, wenn den Ecken eine» 
Vierecks von a die Ecken eines 
Vierecks von o, zugewiesen 
werden. 



2, Die küllineare Verwandt- 
scitoß zioäer ebenen Felder ist 
Äesft'mmi, wenn den Seiten eines 
Vierseits von o die Seiten eines 
Viers^ von o, zugewiesen 
werden. 



^» 179. SezipFOke Verwandtschaft. Wielitiger als die 
kollineare Verwandtschaft ist für uns die reäproke- 

1, Definition: Zwei ebene Felder a und a^ hei/sen 
reziprok, wenn jeder Gerade e von a ein Punkt E^ von 
ff, und jedem in e liegenden Punkte F eine durch E^ 
gellende Gerade /j entspricht. 

Aaeh"''^' hier entsprechen vier harmonischen Punkten 
PQ.WW (vier harmonischen Strahlen pq.ww') von 
a vier harmonische Strahlen p^ q^ . w^ w\ (vier harmonische 
Pnnkte i\Q,. W^ W\) von a^. Denn dem Viereck AABT 
von a, von welchem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, 
während W nnd W auf den Gegenseiten des dritten 
Diagonalpnnktes liegen, entspricht nach der Definition in a, 
ein Vierseit (Sißi/*, y^, von dem />, und q^ zwei Diagonal- 
linien sind, während w nnd w\ durch die Gegenecken der 
dritten Diagonallinie gehen. Daraas ergiebt sich dannC**^ der 

2. Lehrsatz: Homologe einförmige Grundgebilde zweier 
reziproken Felder sind projektiv, 

äo 180. Konstruktion zweier reziproken ebenen Felder. 
1. Aufgabe: Zwei ebene Felder reziprok aufeinander 
zn beziehen. 

Wir wählen in der Ebene a zwei beliebige Geraden a 
und a und in der Ebene a^ zwei beliebige Punkte A^ und A^ 
und ordnen der Gerade a den Punkt A, und der Gerade a 
den Punkt Aj zn. Dem Schnittpunkte P von a nnd a mufs 
die Gerade entsprechen, die sowohl durch Aj als durch A^ 
geht, d. h. die Verbindungslinie p, von -ä, nnd Aj. Nun 
beziehen wir die Punktreihe a projektiv so auf den Strahlen- 
bllschel A,, dafs dem Punkt P der Strahl p^ und anCser- 
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dem zwei beliebigen Pnnkten A und A yon a zwei be- 
liebige Strahlen ä, und ce^ von A^ entsprecben. Ebenso 
beziehen wir die Fnnktreibe a nnd den Strablenbttscbel A^ 
projektiv bo aufeinander, dafs dem Punkte P der Strahl p^ 
nnd aafserdem zwei beliebigen Punkten B nnd f von a zwei 
beliebige Strahlen ß^ und y, von A^ entsprechen. 

Damit ist Jedem Punkte von a und a ein bestimmter 
Strahl von ^4, und A, zugewiesen, und wir kOonen nun 
weiter feeteetzen, dafs einer beliebigen Gerade e von a, die 
a und ß in .E und E schneidet, der Punkt E^ von <J^ zu- 
geordnet sein soll, in dem sich die zugeordneten Strahlen 
Cj und e^ von A^ und Aj schneiden. 

Lassen wir den Strahl e um den Punkt F sich drehen, 
so besehreiben E und E zwei projektive Pnnktreihen und 
iolglich ßj nnd e, zwei projektive Strahlenbttschel, und zwar 
liegen die Strahlenbttschel e^ und e, perspektiv, weil e, nnd «^ 
gleichzeitig in p, fallen, nämlich dann, wenn der Strahl e 
durch P geht. Der Schnittponkt £, von e^ und s^ bewegt 
sich daher in einer Gerade Z^, und lüese soll dem Punkte F 
zugeordnet werden. 

Damit haben wir jeder Gerade e von o einen Punkt E^ 
von <7j und jedem Punkte F von o eine Gerade /, von a^ 
zugewiesen und zwar derart, dafs jedem in e liegenden 
Punkte F eine durch E^ gehende Gerade /^ entspricht. 

Da der Schnittpunkt P:=aa und die Verbindungslinie 
Pj :^ -4^ A, , wie wir sahen, einander zugewiesen werden 
mufsteu, HO ist die projektive Beziehung der Punktreihe a 
und des Strahlenbüsehels A^ dadurch bestimmt, dafs wir zwei 
beliebigen Punkten A und A von a zwei beliebige Strahlen 
d^ und a^ von A^^ zuweisen; ebenso ist die projektive Be- 
ziehung von a und A^ dadurch bestimmt, dafs wir zwei be- 
liebigen Punkten B und r von a zwei beliebige Strahlen j?^ 
und y, von A^ zuweisen. Da nun mit den Punkten i A B r 
die Geraden a und a und mit den Strahlen ä, a^ (i^ y^ die 
Punkte A^ und Aj gegeben sind, so sind die Stücke, die 
wir willkürlieh annehmen können, die vier Punkte AABF 
und die vier Strahlen iJi«iftyi. Daher: 

2. Die reziproke VerwantUechafi aoeier ebenen Felder 
ist bestimmt, wenn den Ecken eines Vierecke von a die 
Säten dnee VierseitB von a^ zxigewietm werden. 

BSs«i, Kbue Gltnatiia iai In««. 14 
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II 181. Keimzelehen des zweifachen Entsppechens. 
Wir können aneh die Pnnkte und Geraden einer and der- 
selben Ebene a reziprok aufeinander beziehen, indem wir 
den Ecken des Viereeks Ä A B r von a die Seiten des Viei- 
seits iJj a, (5, /j von a znordnen. Wir wollen, da wir dann 
jeden Punkt als einen zweifachen nnd jede Gerade als eine 
zweifache anzusehen haben, jedes Element mit zwei Buch- 
staben bezeichnen, um anzudeuten, ob wir es zum ersten 
oder zweiten Felde rechnen wollen. Einem Punkte A (5^) 
z. B. entspreche dann zwei Geraden «j und 'i>, die im all- 
gemeinen nicht zusammenfallen werden; es ist aber gerade 
dieser Fall für uns von Interesse, der Fall also, dafs dem 
Punkte A (Sj) die Gerade a^ (ö) entspricht oder, wie wir 
uns ausdrücken wollen, dafs dem Pnnkte A die Gerade b 
zweifach entspricht (vgl. 38). Es läfst sich nun der Satz 
beweisen: 

Zw zwei reziproken eben^ Feldern entsprechen je zwei 

zugeordnete Elemente einander zwdfach, wenn die Ecken 

eines Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach entspreclten' 

In dem Dreieck PQJfi {Fig. 111), dessen Ecken wir 

mit P^ Q, R^ bezeichnen wollen, wenn wir sie zum zweiten 




Felde rechnen, entspreche dem Punkte P die Gegenseite 
QR^p^^ dem Pnnkte Q die Gegwiseite RP=^q^, dem 
Funkte R die Gegenseite PQ^r^. Nach der Vorans- 
eetznng entspricht dann dem Punkte P^ (dem zum zweiten 
Felde gerechneten Punkte F) ebenfalls die Gerade p, die 
wir als Gerade des zweiten Feldes durch p, bezeichnet 
haben, d. h. die Gerade p =; Q^ Ä^ ; ebenso entsprechen den 
Ecken Q, und R^ die Gegenseiten q{q^) und r{r^). 
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Die Pnnktreihe p, ist projektiv auf den Strahleobttschel P 
bezogen !'"•* nnd zwar ist dem Pnnkte Q^ von p^ der Strahl 
g von P und dem Ponkt Äj von p, der Strahl r von P 
zugeordnet. Da onn q durch R^ nnd r durch Q, geht, so 
sind die Panktreihe ;>, und der StraUeiibüsohel P in involn- 
toriscber Lage '"«l ; aus denselben Gründen ist auch die Pnnkt- 
reihe p und der Strahlenbllachel P, in involutorischer Lage. 

Ist nun Dj irgend ein weiterer Punkt von p,, dem im 
ersten Felde der dnrch P gehende Strahl ä entspreche, so 
mufs dem Schnittpunkte E^ = dp^, weil die Pnnktreibe p, 
nnd der Strahlenhtlschei P in involatorischer Lage . sind, der 
Strahl eT= P D^ entsprechen. Nennen wir nun den Punkt 
Z?j als Punkt dee ersten Feldes D, so mufs der ihm zu- 
geordnete Strahl d^, weil D m p und e liegt, die Ver- 
bindungslinie von /", und E^ sein, d. h. d, filllt mit d zn- 
sanmien. Damit ist gezeigt, dafs jeder Punkt von p^ (p) 
seinem durch P (PJ gehenden zugeordneten Strahle zwei- 
fach entspricht. Da das, was wir von der Seite Q R nnd 
der gegenüberliegenden Ecke P gezeigt haben, auch von 
den beiden andern Seiten und ihren Gegenecken gilt, so 
wissen wir: 

Jedem Pnnkte, der in einer Seite des Dreiecks PQR 
liegt, entspricht der zugeordnete Strahl zweifach. 

Jetzt können wir zeigen, dafs einer beliebigen Gerade 
/(/,) der zugeordnete Pnnkt zweifach entspricht. Schneidet 
/(/j) die Dreieoksseiten p nnd q in den Punkten A{A^) 
und ß{B^], so entsprechen diesen Punkten die zugeordneten 
Geraden a, (a) nnd h^ [b) zwei&ch. Weil nun die Gerade 
/(/,) durch Ä{A^) und B{B^) geht, so entspricht ihr nach 
der Definition der reziproken Verwandtschaft im zweiten 
Felde der Schnittpunkt F^ der den Punkten A and ß zu- 
geordneten Geraden a, und 6, , im ersten Felde der Schnitt- 
punkt der den Punkten A^ und B^ zugeordneten Geraden a 
und b. Dieser zweite Schnittpunkt ftlilt aber mit F^ zn- 
sammen, weil a a, nnd b b^ zusammenfallen. 

182. Involntorlsche Lage zweier homolog:en Grand- isa 
^ebilde. Wenn in zwei reziproken Feldern, die in einer 
und derselben Ebene liegen, je zwei zugeordnete Elemente 
einander zwei&ch entsprechen, so sagt man: Die beiden 
reziproken Felder sind in invohdorischer Lage. 

U* 



212 n. Dm Polarfeld. 

Die8er Ausdruck erklärt sieh ans dem folgenden: Wir 
haben bereits geseheni'^", dafs die Pnnkte tob ;>, (p) nnd 
die Zugeordneten Strahlen von ^(P-,) oder, wie wir von 
jetzt an sclireiben wollen, die Punkte der Gerade p nnd 
die zugeordneten Strahlen Yon P in inTolutorischer Lage 
sind. £b sind aber aach die Pnnkte einer beliebigen Crerade 
€ nnd die Strahlen des zugeordneten Pnnktes E in involo- 
torischer Lage. Ist nämlich A ein beliebiger Punkt von e 
und a der ihm zugeordnete durch E gebende Strahl, der e 
in B schneidet, so mufs nach der Definition der reziproken 
Verwandtschaft dem Pnnkte B, weil er der Schnittpunkt von 
a und e ist, die Verbindungslinie ron E und A entsprechen. 
Die Punktreihe A von e und der zugeordnete Strablenbüschel 
a von E sind also in involntoriscber Lage. 

Lehrsatz: In zwei reziproken, Feldern, die in invoht- 

timtcher Lage sind, liegt jede Punktreike invotutorisch zu 

dem homologen StralUenbäscJtel. 



§ 16. Das Polarfeld. 

« 183. Das Polapfeld. In zwei reziproken Feldern, die 
in involutorischer Lage sind, ist jedem Funkte E und jeder 
durch E gehenden Gerade / von a eine Gerade e und ein 
in ihr liegender Punkt F derselben Ebene a zugewiesen'"^'. 
Es liegt daher nahe, die beiden reziproken Felder als ein 
einziges Gebilde anzufassen. 

1. Definition : Der Inbegriff ztoeier reziproken Felder in 
involutorisclier Lage iteiftt ein Polarfeld zweiter Ordnung. 

Um für zwei zugeordnete Elemente kttizere Bezeich- 
nungen zu haben, t^gen wir die folgende Definition hinzu: 

2. Jeder Punkt heifst der Pol der ihm zugeordneten 
Gerade. — Jede Gerade heifst die Polare des ihr zu- 
geordneten Punktes. 

Mit Hälfe dieser neuen Benennung läfst sich der De- 
finition der reziproken Verwandtschaft die Form geben: 

3. Die Polaren der Punkte einer Gerade geben 
durch einen Punkt, den Pol der Gerade. — Oder: 

4. Die Pole der Strahlen eines Punktes liegen in 
einer Gerade, der Polare des Punktes. 
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Der in Nr. 182 bewiesene Satz lantet jetzt: 

5. Die von den Pnnkten einer Gerade gebildete 
Pnnlftieihe nnd der von ihrea Polaren gebildete Strahlen- 
bUschel sind in inTOlatorisoher Lage. — Oder: 

6. Der von den StraMen eines Punktes gebildete 
Strahlenbfleehel und die von ihren Polen gebildete 
Pnnktreihe sind in involatorischer Lage. 

184. Konjugierte Elemente. Liegt Q in der Polare p w« 
von P, BO liegt P in der Polare q von Ql'^'. Wir kOnnen 
daher folgende Definitionen nnd Sätze aufstellen: 

1. Zwei Punkte heifsen konjugiert, wenn der eine 
in der Polare des andern liegt. 

2. Zwei Strahlen beifsen konjugiert, wenn der eine 
durch den Pol des andern geht. 

3. Sind zwei Punkte einem dritten konjugiert, so 
ist ihre Verbindungslinie die Polare des dritten Punktes. 

4. Sind zwei Gteraden einer dritten konjugiert, so 
ist ihr Schnittpunkt der Pol der dritten Gerade. 

Aus Nr. 183^ folgt dann: 

5. Je zwei konjugierte Punkte einer Gerade sind 
Pnnktpaare einer Involution. — Diese Involution heifst 
die dem Polarfelde konjugierte Punktinvolution der Gerade. 

6. Je zwei konjugierte Strahlen eines Punktes sind 
Strahlenpaare einer Involution. — Diese Involution 
heilst die dem Polaifelde kotgugierte Strahleninmlution 
des Punktes. 

7. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade 
liegt perepektiv zn der kotgt^erten Strahleninvolution 
ihres Pols. — 

Sind P und Q zwei konjugierte Punkte, bo bilden, 
wenn wir den Pol der Verbindungslinie PQ^^r, also<'*W 
den Schnittpunkt der Polaren p nnd q, mit E bezeichnen, 
die drei Ponkte PQR ein Dreieck, in dem jede Seite die 
Polare ihrer Gegeneeke ist: 

8. Ein Dreieck, in dem jede Seite die Polare ihrer 
Gegenecke (oder, was dasselbe sagt, jede Ecke der 
Pol ihrer Gegenseite) ist, heifst ein Poldreieck. — 

9. Durch zwei koiyugierte Punkte ist ein Poldreieek 
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z Zmatz. FrHher habeo wir die Begriffe Pol nnd Polare 
(§ 7) nnd den Begriff der konjngierten Elemente (§ 8) ver- 
mittelst einer Kurve definiert; wir werden erkennen"^*', 
dafs aneere jetzige Definition die frühere als besondem Fall 
enthält. ÄD dieser Stelle iäfst sich bereits zeigen, daTs die 
in Nr. 94 — 96 entwickelten Sätze auch für unsere jetzige 
Definition gelten. — Bewegt sich ein Punkt A in der Gerade 
p, 80 dreht sieh seine Polare a um den Po! P von p<'*ä,) 
and schneidet jede Gerade in einer Pnnktreihe, die der von 
A besehiiebenen projektiv ist. Zwei gerade Ponktreihen 
sind ^0 projektiv aufeinander bezogen, wenn man den 
Punkten der einen die ihnen konjugierten der andern zu- 
weist. Da wir aus diesem Satze allein den Inhalt der 
Nrn. 94^ — 96 entwickelt haben, so gilt dieser auch fftr die 
einem Polarfelde konjugierten Elemente. 

BG 185. Das Poldreieek als Bestlmmunersstück eines 
Polarfeldes. Nach Nr. 180, erhalten wir zwei reziproke 
Felder, wenn wir den Ecken eines Vierecks die Seiten 
eines Viereeits zuweisen; sollen die beiden reziproken 
Felder involntorische Lage haben, so müssen nach Nr. 181 
die Ecken dnes Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach ent- 
sprechen. Wir können deswegen zwei reziproke Felder in 
involntorischer Lage in folgender Weise konstruieren: Wir 
nehmen vier Ponkte PQR U und eine Gerade v. beliebig 
an und weisen, indem wir die Seiten des Dreiecks PQR 
mit pqr bezeichnen, dem Viereck P Q Ä (7 die Seiten des 
Viereeits p g )• m zu. Da bei dieser Zuweisnag die Punkte 
PQR ein Poldreieck "**•' bilden, so haben wir den 

Lehrsatz: äk Polar feld ist bestimmt durch einen 
Punkt, seine Polare und ein Poldreieek. 

IM 186. Bestimmung: eines Polarfeldes dupch zwei 
perspektiv Uegrende Dreiecke. 

Lehrsatz: Ein Polarfeld ist bestimmt durdi zwei per- 
spektiv liegende Dreiecke, wenn die Seiten des einen den 
Ecken des andern als Polaren zugewiesen werden. 
Die Ecken des einen Dreiecks seien (JCf (Fig. 112) 
und die Seiten des zweiten u c y. Bezeichnen wir die 
Punkte, in denen die Seiten UC, Cr und fü von den 
Seiten y, u und c geschnitten werden, darch Q, A und S, 
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BO Hegen Q, A nnd 5, weil die Dreiecke perspektir liegent^*', 
in einer Gerade p. Bezeichnen wir femer die Ecken de» 
zweiten Dreiecks i* e y durch Uj=^cy, S.=yu und 
tr.^Mc, 80 gehen die Verbindungslinien ü U^, CB ond 
re^ durch einen Punkt P. Die Punkte A^S^ R, in denen 
diese Verbindnngslinien die Gerade p schneiden, bilden mit 
ASQ die Involution AA^.SS^.Q Ä(".>. 

In dem Polarfelde nun, das _ 

durch das Poldreieek PQR, den 
Punkt U und seine Polare u 
bestimmt''*'' ist, sind, wie wir 
zeigen wollen, die Seiten des 
Dreiecks U Cr die Polaren der 
Ecken des Dreiecks uey. Weil 
nach der Zuweisung Q der Pol 
von FR xmi U der Pol von « 
ist, 80 ietosw rC die Polare 
von G, . Femer ist der Punkt 
A als Schnittpunkt von p v der 
Pol von P ü und daher dem 
Punkte A^ konjugierte*^'', sodafs 

die koigngierte fiivolation von p bestimmt ist'"»' dorch den 
Wurf QR . AA^; da in dieser Involution dem Funkte S, 
wie wir eben sahen, der Punkt Sj entspricht, so ist S der 
Pol von PS^, die Seite Ur{S) also die Polare des Punktes 
£j. Die Seiten des Dreiecks UCr sind also in der That 
die Polaren der Ecken des von ucy gebildeten Dreiecks. 

Zusatz. Und umgekehrt sind auch die Seiten ucy die z 
Polaren der Ecken f7Cr««H 

187. Bestimmung eines Polarfeldes durch zwei ib7 
konjugrlerte Involutionen und eine komponierende Ihrer 
dlasronalen Involution. 

Lehrsatz: Ein P<darfeld ist Lehreatz: fi'n Polar/etd i»t 
bestimmt durch zwei konjugierte bestimmt durch zwei konjugierte 
Punktinvolutionen und irgend Strahleninvolutionen und irgend 
eine komponierende ihrer dia- eine komponierende ihrer dia- 
gonalen Involution. gonalen Involution. 

In den Trägem g und k (Fig. 113), die sich in U 
sehneiden, seien die beiden Involutionen U G .C G^ und 
ÜH.vr^ gegeben. In der Diagonale GII=u bilden G 
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and H ein Fnnktpaar der diagonalen Inrolntion""^' nad 
ferner die beiden Punkte Ä nnd 5, in denen « von C T 
und C, fj geschnitten wird. Wird nun irgend eine 
komponierende der diagonalen Involution dureb die Zu- 
weisung {G Gj)fi»*'' bestimmt, so entspricht in dieser 
komponierenden dem Punkte H der Punkt B,, der dem 
Punkte Gj in der diagonalen Involution zugeordnet iat''*^''. 
Schneiden die Verbindungslinien C^Gj^^c und V^H^^^y 
die Träger A und g in den Punkten S und Q, so bilden 
SQC^V^ ein Viereck, von dem zwei Paar Gegenseiten die 
Diagonale u in den Pnnktpaaren G H nnd G^ H, der 
diagonalen Involution treffen; es gebt also'**^' SQ durch 
A. Es sind daher*'« die 
beiden Dreiecke C/ Cr und 
ucy perspektiv liegend 
und bestimmen " '*> ein 
Polarfeld. Dieses Polar- 
feld aber erzeugt, weil u 
und c die Polaren von U 
und C sind, in dem Träger 
ff die konjugierte Involution 
ÜG.CC^, und, weil u 
und y die Polaren von U 
und r sind, in dem Träger 
h die konjugierte In- 
"^' ""■ volntion ÜH. T T^, und 

in M, weil G, als Schnittpunkt von c und « der Pol von g, 
und /?, als Schnittpunkt von y und w der Pol von h ist, die 
konjugierte Involution GG^.HH^. 
z Zusatz. Weil die komponierende Involution von u durch 

die Zuweisung der Punkte G und G^ bestimmt wurde, so 
werden wir daa Polarfeld, welches durch die konjugierten 
Involutionen g^ und A* und die durch [G G,) bestimmte 
komponierende Involution von u bestimmt ist, in Zukunit 
oft kurz das durch die Zuweisung {G G^) bestimmte Polarfeld 
nennen. Den Inhalt nnsers Beweises können wir dann kurz 
so zusammenfassen: 

In dem durch (GG,) bestimmten Polarfeld ist Gj (fej' 
Pol von g und der dem Punkte G■^ in der diagonalen 
Involution homologe Punkt H^ der Pol von h. 
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188. Bestimmung' eines Polapfeldes durch zwei is« 
konjugierte Involutionen und einen Ordnungrspunkt. 

Für ein Polarfeld haben, wie wir geben werden, die Punkte 
eine grofae Wichtigkeit, die in ihrer Polare liegen; wir 
fuhren deshalb für sie einen neaen Mamen ein durch die 



1. Definition: Ein Punkt, 

der in seiner Polare liegt, hei/st 
ein OrdmtngapunM des Polar- 



1. Definition; Eine Gerade^ 
die durdi ihren Pol geht, heißt 
ein Ordnungsetralil des Polar- 



Sind uns nun zwei PnEktinvolufionen g- und A* und 
ein Punkt E gegeben, so läfst sich immer ein Polarfeld 
konstruieren, dem die Involutionen g'^ und Ä^ konjugiert 
sind und für welches die Polare von E dnrch E geht, mit 
andern Worten, es läfst sich der Satz beweisen: 



2. Ihtreh zwei konjugierte 
Punktinvolutionen g' und b' 
und einen Ordnung^punkt E 
ist ein Polarfeld bestimmt. 



Dureh zwei iamjugierte 
Stra/deninvotutionen G* und 
H^ und einen Ordnungsstrahl 
e ist ein Polarfeld bestimmt. 



Wir betrachten die Hanptatrahleninvolution"™', welche 
die Involutionen g^ und h'^ in E induzieren. Sclineidet der 
Strahl von E, welcher dem Strahle E{U) in der Haupt- 
involution E^ homolog ist, die Träger g und 
k in Cund T (Fig. 114), so schneiden ""^^i 
die Strahlen E(C,) und -Eff,}, die den 
Strahlen E{G) und E(ß) in der Hanpt- 
involution homolog sind, die Diagonale in 
zwei homologen Punkten (?, und U^ der 
diagonalen Involution. Wählen wir also 
das Polarfeld, welches durch die Zuweisung 
(G Gl) bestimmt"*' ^' ist, so ist ftlr dieses 
H^ der Pol von h. Es ist daher C der Pol von C, Gj('8'.) 
und r der Pol von r, H^, C V also"^**' die Polare des 
Schnittpunktes E von C, G, und V^H^. Für das Polarfeld 
(GG,) geht also in der That die Polare von E durch E. 
— Die Konstruktion fassen wir noch einmal zusammen : 




3. Die Gegenseiten g- und 
h^ induzieren in jedem Punkte 
E eine Hanptstrahleninvolu- 
tion £^i™). Schneidet der 
Strahl, welcher in E^ dem 



3. Die Gegenecken G* und 
R^ induzieren in jeder Ge- 
rade eine Hanptpunktinvolu- 
tion «^. Wird der Punkt, 
welcher in «* dem Sehnitt- 
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Strahle E(G) homolog i8t, 
die Diagonale u im Fankte 
(tj, 80 erhalten wir dareh 
die Zuweianng {G G,) ein 
Polaxfeld, für welches E ein 
Ordnnngspmikt ist. 



pmikte eiß) homolag ist, ans 
dem Diagonalpunkte U durch 
den StrsJiI j, projiriert, so 
erhalten wir dnrch die Zu- 
weisung (gg^) ein Polarfeld, 
für welche» e ein Ordnange- 
strahl ist. 
Ferner ergiebt sich durch die Konstruktion: 



Für dag durch g^ und h* 
und E bestimmte Polar/elit 

4. ist der dem Stralde ECU) 
in E« liomaloge Strahl E(C) 
die Polare von E; 

5. schneidet der dem StraJde 
E(G) Itomologe StraU E(C,) 
die Diagonale u in dem Pole 
G, VOM g und der dem Strahle 
E(H} homologe Strahl E(r,) 
die Diagonale n in dem Pole 
H, üon h; 

mit andern Worten: 

6. liegt die Hauptstrahlen- 
involution E* perspektiv zu der 

kmijngierten Punkünvolution 
G G, . H H, üon u. 

189. Opdnungrskupve. 



Für das durch G* und H* 
und e bestimmte Polarfeld 

4. ist der dem Punkte e (u) 
in e* Jumwloge Punkt e (c) der 
Pol von e; 

5. wird der dem Punkte 
e(g) homologe Punkt e(Cj) aus 
dem Diagonalpunkte ü (iwrc/i 
dtV Polare gj^ won G prf^iziert 
und der dem Punkte e (h) 
homologe Punkt e(y,} ai« dem 
Diagonalpunkte ü dwrcA die 
Polare h, uon H; 

mit andern Worten: 

6. liegt die Hauptpunktin- 
voluHon e" perspektiv zu der 
konjugierten Strahleninvolution 
gg,.h\ vonU. 

Für ein Polarfeld, welßhea 



dnrch die konjugierten Involutionen g^ und A* und den 
Ordnungspunkt S (wie wir jetzt statt E schreiben wollen) 
bestimmt''*^* ist, ist der Punkt S, weil er in seiner Polare 
liegt, sich selbst konjugiert und daher ein Ordnnngspunkt 
in der konjugierten Involution jedes durch ihn gehenden 
Strahles. Es giebt daher in jedem durch S gehenden Strahl 
noch einen zweiten Ordnungspunktl^'''. Es läfst sich zeigen, 
dafs alle diese Ordnungs punkte in einer Kurve zweiter 
Ordnung liegen. — Da der zweite Ordnungspunkt irgend 
eines durch S gehenden Strahles der von S durch zwei 
konjugierte Punkte harmonisch getrennte Punkt isf^^ go 
ist z. B., weil der Punkt ff^ und der Punkt C^ (Fig. 115) 
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seiner Polarel''''J zwei konjngierte Pnnltte sind, der von S 
doTcii ö, nnd C, harmoniaeh getrennte Punkt L ein Ord- 
Dongsponkt; ebenso ist der von S durch H^ und den kon- 
jugierten Punkt r^ harmoniacli getrennte Punkt M ein Ord- 
nnngspnnkt. 

Der Ordnungspnnkt eines beliebigen durch S gehenden 
Strahles läfst sich nun vermittelst der Punkte S und L in 
folgender Weise finden. Schneidet dieser Strahl den Träger 
g in E, 80 ist die Polare von E die Gerade, welche den 
homologen Punkt E^ von ^* mit dem Pole G, von g ver- 




bindet; der Punkt E, in dem diese Gerade den Strahl SE 
sehneidet, ist dem Punkte E koiyugierti'ä'i), nnd daher ist 
der von S durch E und E' harmonisch getrennte Punkt E 
der zweite Ordnungspunkt des Strahles S(£). Nun sind die 
beiden harmonischen Würfe S L . 6^ C, und SE.E E in 
perspektiver Lage; es geht daher<<°i' L E durch den Schnitt- 
punkt von G^ E und C^ E, das ist durch den Punkt E^, 
Der Ordnungspunkt E stellt sich also dar als Schnittpunkt 
zweier Strahlen von 5 und L, die die homologen Punkte 
E und Ej von g^ projizieren. Die Ordnnngspunkte E liegen 
daher in einer Kurve zweiter Ordnung""*''. 



II. Das Polarfeld. 



Lehrsatz: Hat ein PtAarfdd 
einen Ordnungspunkt, so hat 
es unendlich viele. Die Ord- 
nungspnnHe eines solchen Polar- 
feldes bilden eine krumme 
Punktreilie. Diese krumme 
Punktreilie keifst die Ordnungs- 
htrve des Polarfeldes. 



Lehrsatz: Hat ein Polarfeld 
einen Ordnungsstrald, so liat 
es unendlich viele. Die Ord- 
nungsstrahlen eines solclien 
Polarfeldes bilden einen krum- 
men StraMenbüschel. Dieser 
krumme Slrahlenbüseltel keifst 
der Ordnwngshüsehel des Polar- 



■0 190. Identische Pblapfeldep, Wir wollen jetzt das 
Polarfeld zeichnen, das dnreh die eben konstruierte Knrve 
bestimmt ist. Da die Knn-e erzengt wurde durch Projektion 
der InTolntion g* ans den beiden mit Gj in einer Gerade 
liegenden Punkten S nnd L, so ist ff^ auch für die Kurve 
eine konjugierte Involution und G, der Pol von ^(^*'>. Es 
lädst sich weiter zeigen, dafs auch A* eine dieser Kurve 
konjugierte Involution ist. Znnächet folgt, dafs G (?, die 
Polare von CA*^) nnd daher ü und H zwei illr die Knrve 
konjugierte Punkte sind. Da dem Strahle X (S) C^ der 
Strahl S{C} zugeordnet bt, so ist S{C) die Tangente in 6''"i. 
Für die Knrve ist also auch S der Pol von C r<*' ^>. 
Femer sind, weil, wie wir sahen, der von S durch H^ und 
r^ harmonisch getrennte Punkt M ein Punkt der Kurve ist, 
r, nnd H^ zwei für die Kurve konjugierte Punkte'**«', der 
Punkt H also, weil er auch U konjugiert ist, der Pol von 
f r^ = «. Die Polare von T geht daher durch H^ und da 
sie auch, weil T ein Punkt der Tangente von S ist, durch 
S geht, so ist für die Kurve f dem Punkte f^ konjugiert 
Der Ordnungakurve sind also die Involutionen g^ und A^ 
konjugiert nnd der Punkt G, ist G konjugiert. Das durch 
die Kurve erzeugte Polarfeld ist daher identisehl^") ^it dem 
Polarfelde, von dem wir ausgingen. 

Hat ein Polarfeld eine Ordnungskorve, so ist es 
identisch mit dem von dieser Ordnungskurve erzeugten 
Polarfeld, Die Ordnungsstrahlen des Polarfeldes um- 
hüllen daher die Ordnungsknrve. 
A Änmerhing. In § 7 haben wir vermittelst einer Kurve 
zweiter Ordnung zu jedem Paukte der Ebene die Polare 
und zn jeder Gerade den Pol zeichnen gelernt. Jetzt 
haben wir ein Polarfeld, ohne den Begriff der Kurve zu 
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'benntzen, konstraiert und haben vemiittelat des so kon- 
struierten Folarfeldes die Emre als Ort der Ordnungspunkte 
des Polarfeldes definieren können. Wir hätten also aoeh 
mit dem Polarfeld be^nen und aus seinen Eigenschaften 
die Eigenschaften der Kurve entwickeln kßnnen. Dag hat 
thatsäehlich t. Btandt gethan und damit die wisaenBchaftlieh 
riehtigere Darstellnng gegeben. In einem Buche aber, das 
fUr den Lemendeti geschrieben ist, mufs der anschaulichere 
Weg, und das ist der von der Knrve ausgehende, dem 
weniger anschauliehen, dem vom Polarfeld ausgehenden, voran- 
gestellt werden. Nachdem wir nunmehr beide Wege kennen 
gelernt haben, können wir von jetzt an nnsern Betrachtungen 
den allgemeinem Begriff des Polarfeldes zu Grunde legen. 
Die Sätze, die wir so erhalten, gelten dann für alle Polar- 
felder, und wir haben nicht nötig, bei unsem Beweisen die 
Fälle, in denen eine Ordnungskurve vorbanden ist, zu trennen 
von den Fällen, in denen eine Ordnungskurve nicht vor- 
handen ist oder, wie mau sonst sagt, in denen die Ordnungs- 
kurve imaginär ist. 

191. Konstpuktlon der zweiten gremelnsam kon- 1' 
Jugrlerten Involution. 



I.Aufgabe: Vonztoei Polar- 
feldem, du eine konjugierte 
Strahleninvolution gemeinsam 
haben, die zweite gemeinsam 
konjugierte Strahleninvolution 
Sü, znehnen. 



1 . Aufgabe : Von zwei Poiar- 
Jeldem, die eine konjugierte 

Punktinvolution gemeinsam 
haben, die zürnte gemeinsani 
konjugierte Punktinvolution zu 
jceichnen. 

Konstruktion: Die den beiden Polarfeldern t^* und A,^ 
gemeinsam konjugierte Pnnktinvolution sei g^, femer sei 
G, (Fig. 116) der Pol von jr für Aj* und G, der Pol von g 
fUr Äj *. Die Gerade G, G, ^ « sehneide g in dem Punkte 
G, dem in der gemeinsam konjugierten Involution g'^ der 
Punkt ü homolog sei. Wenn dann dem Punkte Gj für das 
zweite Polarfeld k^^ der Punkt G,, von m und dem Punkte 
G, fllr ^* der Punkt Gj, von w konjugiert ist, so ist der 
Träger der zweiten gemeinsam konjugierten Involution der 
Strahl A von U, welcher von G durch G,, und Gj, har- 
monisch getrennt ist. 

Beweis; Da dem Punkte U tür k^^ die Punkte G, und 
G, für A,* die Punkte Gj und G konjugiert sind, so ist 



222 U- ^'^ Poluleld. 

G,G=G^G = u die Polare des Punktee Ü aowohl tOi k,' 
wie ftlr */"«*•). Da dem Punkte G, für A,* der Fankt &, 
korgn^ert ist, ao ist G, für A,* der Pol von G„ P; 
ebenso ist G, fUr i^' der Pol von G,, f/. 

Sind nnn C nnd (7^ iigend zwei homologe Funkte von 
g', so ist C, für k^^ der Pol von CG, nnd C lür A,» der 
Fol von C^ G Der Pnnkt P, in dem C G^ von G,, (7 ge- 
schnitten wird, ist also ttlr A,* der Pol von Cj G, und der 
Pnnkt P,, in dem CjG, von Gi, t' geschnitten wird, ist 
fllr Jtj* der Pol von CG^. Die Punkte P and P,, von 
denen P^ in der Polare von P f tlr ij* nnd P in der 
Polare von Pj für Aj* liegt, sind demnach fllr beide Polar- 
fetder einander konjugiert. Da auch die Punkte U und 




G, einander für beide Poiarfelder konjugiert sind, so be- 
stimmen die beiden Pnnktpaare PP^ und ü G^ noch eio 
drittes Paar konju^erter Punkte (96; siehe 184 Z). Die Ver- 
bindongslinie P G, wird von der Verbindungslinie P,U m 
einem Punkte Q geschnitten, der für beide Polarfelder kon- 
jugiert ist dem Punkte Qj, in dem P ü von P^ G, ge- 
Bchnitten wird. Den Funkten CPQ G,, die in einer Gerade- 
p liegen, sind also für die beiden Polarfelder die Punkte 
C, P, Qi U konjugiert. 

Diese Punkte nun, die den Punkten einer Gerade p ftr 
beide Poiarfelder konjugiert sind, können wir noch auf 
einem zweiten Wege konstmiert denken, indem wir zn 
jedem Punkte X von p die Polaren x, nnd ^b, fttr Aj* und 
k^' zeichnen und ihren Schnittpunkt X^ bestimmen. Dureh- 
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läaft X die Gerade p, so besehreibt sowohl a;, wie x^ eiaen 
zn X projektiven Strahleobtlschel'i'^»'; die Punkte X, liegen 
daher in einer zn p projektiven Kurve zweiter Ordnung. 
Bezeichnen wir also noch den Schnittpunkt von p und h 
durch r nnd den {noch unbekannten) ihm ftlr beide Polar- 
felder A,* nnd k^^ konjugierten durch T^, so wissen wir, dafe 
die Punkte P, Q^ C, T, 17 in einer zu P Q C T G, projektiven 
Kurve liegen; es ist daher 

ü{PQCr)ÄU{P,Q,c,r,). 

Weil aber FQ . CT nach der Konstruktion vier harmonische 
Punkte sind, so ist'*""' 

£/(PQcr)Äf/{QPCr), 
alsof»«') ü{QPCr)ÄÜ[P, Q^ c, r,). 

Da die Strahlen UQ und t/P,, UP nnd UQ^, ÜC mid 
ü C^ zusammenfallen, so mtlssen auch UT und 17 f, zu- 
sammenfallen'*''', d. h. r, ist ein Punkt von h und beiden 
Polarfeldem ist in h die Involution t7 H . r r, koi^ugtert. — 
Wenn zwei Kurven einen Punkt gemeinsam haben, so 
haben sie noch einen zweiten Paukt gemeinsam ('">. Diese 
beiden gemeinsamen Punkte bestimmen als Ordnungspnnkte'^^' 
in ihrer Verbindungslinie eine beiden Kurven gemeinsam 
konjugierte Involation: die beiden Kurven haben daher nach 
nnserm Satze noch eine zweite konjugierte Punktinvolution 
gemeinsam : 



2. Haben zwei Kurven 
einen Punkt gemeinsam, so 
haben sie noch einen zweiten 
Punkt nnd eine konjugierte 
Punktinvolution gemeinsam. 



2. Haben zwei Kurven 
eine Tangente gemeinsam, 
so haben sie noch eine zweite 
Tangente und eine konju- 
gierte Strahleninvolution ge- 
meinsam. 

Zusatz.* Da jedem Kreise die zirkuläre Punktinvolation z 
konjugiert ist""»', so haben zwei Kreise nach nnserm Satze 
noch eine konjugierte Punktinvolution gemeinsam. Diese 
zweite gemeinsame Pnnktinvolution zweier Kreise, deren 
Träger in der Planimetrie ChordaJe genannt wird, finden 
wir nach der oben gegebenen Konstruktion auf folgende 
Weise: 

Die den beiden Kreisen gemeinsam konjugierte Involution 
ist die zirkuläre o*; 0. und 0„ seien die beiden Pole von o, 
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d. !.("*•' die Mittelpnnkte der beiden Kreise. Sehneidet 
die Zentrale 0,0^ ^=u die uneigentliche Gerade o in 0, so 
erhalten wir den dem Punkt in der zirkulären Involntion 
o- homologen Pnnkt U, indem wir in 0^ (oder 0^) anf der 
Zentrale das Lot errichten'"^*). Ist nun dem Mittelpunkt 0^ 
des ersten Kreises ftlr den zweiten Kreis der Punkt 0,j 
und dem Mittelpunkt 0, des zweiten Kreises ftlr den ersten 
Kreis der Funkt 0^^ konjugiert, so isti'*'» das in der Mitte'"** 
von Ojj 0,, errichtete Lot die Chordale der beiden Kreise 
(vgl 139). 

§ 17. Büschel und Schar von Polarfeldem. 
ö 192. Büschel von Polarfeldem. Wenn wir unter 
Beibehaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise den 
Punkt, der dem Schnittpunkte U der Träger g und A in y* 
entspricht, durch G und den dem Punkte U in /i* homologen 
Punkt durch H bezeichnen, so ist GH = u die Polare''"'' 
des Punktes U für jedes Polarfeld, dem die Involutionen g'^ 
und h^ konjugiert sind. Der Pol von g, den wir durch ffj 
bezeichnen wollen, mufe daher''®'«' in u liegen. Sind C und 
C, zwei weitere homologe Punkte von g'^, so ist C, G^ die 
Polare von C und der Punkt V^, in dem C^ (?, den Träger 
h schneidet, der Pol der Verbindungslinie von C und V ; 
Cr schneidet daher die Diagonale u in dem Pole H^ von h. 
Es ist also GG-j.HH^ die dem Polarfeld konjugierte'"^' 
Involntion der Diagonale w. Da sie eine komponierende <'*'■' 
der diagonalen "'*•> Involution GH.G^H^ ist, so können 
wir die unserm Polarfeld in der Diagonale konju^erte 
Involntion als bestimmt ansehen durch die beiden Be- 
dingungen '"''l, dafs sie eine komponierende der diagonalen 
Involution ist und dafs in ihr dem Punkte G der Punkt G^ 
homolog ist. Jedes Polarfeld, dem die Involutionen g^ und 
/(* konjugiert sind, läfst sich also als durch die Zuweisung 
(GG,) bestimmt"*" ansehen. Wir erhalten daher sämäiche 
Polarfelder, denen g^ und A* konjugiert sind, wenn wir den 
Punkt ffj die Diagonale u durchlaufen lassen und für jede 
Lage von G, das durch die Zuweisung (G G^) bestimmte 
Polarfeld zeichnen. 

Fuhren wir für die Gesamtheit der betrachteten Polar- 
felder einen neuen Namen ein durch die 
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1. Definition: Der Inbegriff 

der Polarfelder, denen zwei ge- 
gebene Punktinvolutionen g^and 
h* konjugiert dnd, keifst ein 
Büschel von Polarfeldern, 



I.Definition: Der Inbegriff 
der Polarfelder, denen zwei ge- 
gebene Strakleninvolutionen 6* 
und H' konjugiert sind, Jieifst 
eine Sohar von Polarfeldern^ 



I wir das Gesa§:te so zasammeofaBsen : 



2. Für sämtliche Polar- 
felder des Btlschels ist U der 
Pol der Diagonallinie u. 

3. Wir erhalten sämtliclie 
Polarfelder des Büschels (gh), 
wenn wir den Punkt G^ die 
Diagonale U durchlaufen lassen 
und ßir jede Lage von G, das 
durch die Zutoeisung (G G^) 
bestimmte'-^^ ^* Polarfeld zeich- 



2. Für sämtliclie Polar- 
felder der Schar ist m die Po- 
lare des Diagonalponktes U. 

3. Wir erhalten sämtliche 
Polarfelder der Scliar (GH), 
wenn wir den StraJd g^ um den 
Diag<malpunkt U eich drehen 
lassen und für jede Lage von 
g^ dae durch die Zuweisung 
(g gj) besHmmle Polarfeld zdch- 



Utn die im folgenden benutzten Sätze im Zusammen- 
hang anfzurtüiren, wiederholen wir an dieser Stelle den In- 
halt von Nr. 187 Z. — In einer komponierenden der diago- 
nalen Involntion, in welcher dem Punkte G der Punkt G^ 
homolog ist, entspricht dem Punkte H der Punkt H^ , welcher 
dem Punkte G^ in der diagonalen Involution m^ homolog 
istC"'«'; der Punkt H^ ist daher der Poic^**' von U 11^^ h 
für das durch die Zuweisung {G G,) bestimmte Polarfeld. 



4. Für das Polarfeld (GGJ 
ist G, der Pol von g und der 
dem Punkte 6j in der diago- 
nalen Punktinvolution Itomologe 
Punkt H, der Pol von h. 

5. Für das Polarfeld (G G,) 
ist G G^ . H H, die konjugierte 
Panktinvolution der Diagonal- 

Unter den Polarfeldern 



4. Für das Polarfeld (ggj 
ist g^ die Polare von G und 
der dem Stralil g^ in der 
diagonalen Strahleninvolution 
homologe Strald b^ die Polare 
von H. 

5. Für das Polarfeld (gg,) 
ist g gj . h h, die konjugierte 
StraJdeninvolution des Diago- 
nalpunktes. 

Büschels heben 



jenige hervor, welches wir durch die Zuweisung (G G) er- 
halten, für welches also G^ in G fällt. Da der Punkt G, 
in seine Polare g fällt, so ist er ein Ordnungspunktcss.) des 
Polarfeldes. Es ist aber auch jeder Punkt C von g ein 

BSgsr, Ebsn« Ownetri« dtr Log«. 15 



II. Das Polarfeld. 



Ordnongspunkt, deon er liegt ebenfalls in seiner Polare C, G,. 
Da Ä, in ö fällt, wenn G, in (? fällt*'««'), so ist aneh jeder 
Pnnkt von h ein Ordnmigapiinkt. Daher: 



6. Zu den Ordnimgskurven 
eines Büschels tod Polar- 
feldero gehört das von den 
beiden Cfegenseiten gebildete 
äeradenpi 



i. Zu den Ordnungskarven 
einer Scbar von Polarfeldem 
gehört das von den beiden 
Gegeneeken gebildete Pnukt- 
paar. 



Zmats. Haben die Involutionen ?* und A* die Ordnungs- 
pankte K K^ und ü,, so bat jedes PolarfeM eine Ord- 
nungeknire""". Diese Ordnungskniren des Buschek gehen 
dnreh die vier Punkte Ä Ä", ü, , so dafs in diesem Falle 
unser Btlschel von Polarfeldern identisch ist mit dem in 
Nr. 102j definierten KurvenbUschel. 

Betrachten wir die vier Ordnnngspunkte KK^LL^, 
die man Grundpunkte des Büschels nennt, als Ecken eines 
Vierecks und bezeichnen die Gegenseiten K L und K^ L, 
durch j, und h^, die Gegenseiten ffi, und K^ L durch g^ 
und /ij, so sind die Diagonalpnukte T und W, in denen 
sich die Gegenseiten g^ A, und g^ h^ schneiden, die Ordnungs- 
punkte der diagonalen Involution M-(i8aA>_ Bezeichnen wir 
die hyperbolischen Involutionen, welche je zwei Ecken des 
Vierecks KK^L L^ als Ordnnngspunkte in ihrer Verbindungs- 
linie bestimmen, durch ^, ^ u. s. w., so ist den Gegenseiten 
g^ h^ die diagonale Involution iß mit den Ordnungspunkten 
W und U, und den Gegenseiten ^^^A," die diagonale Invo- 
lution w^ mit den Or&ungspunkten U und V zugeordnet, 
mit andern Worten: 

Was von den Gegenseiten g^ k^ und ihrer diagonalen 

Involution u' gilt, gilt auch von g^ h^^ und o^, und 

von ?g' Aj* und w^ 

13 193. Konstruktion eines Polapfeldes. Da die Strahlen- 
iuvolntion des Poles perspektiv liegt zn der Punktinvolntion 
der Polare('**'\ so ist mit der konjugierten Punktinvolution 
von g auch die konjugierte Strahleninvolntion des Poles G^ 
gegeben. Sind also C und C, irgend zwei konjugierte 
Punkte des Trägers g, so sind die Strahlen c, und c, welche 
C und Cj aus G, projizieren, zwei homologe Strahlen der 
konjugierten Involution von G^; Gist folglich*'"*' derPolvonc 
nnd Gj der Pol von c^. Da der dem Punkte G, in der 
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diagonalen Involution homologe Pnnkt H^ der Pol von A 
iatl"^-', 80 ergiebt sich, wenn wir zwei konjagierte Punkte 
von h, dorch V und T, und die StraUen, die sie ans H^ 
projizieren, dnrch y^ und y bezeichnen, dafs T der Pol von 
y und r, der Pol von y, ist. Vermittelst der konjagierten 
Punktinvolutionen g^ und h"- und der konjugierten Strahlen- 
involutionen G^^ und H^^ läfst eich nun zu jedem Punkte 
der Ebene die Polare und zu jeder Crerade der Pol in 
folgender Weise angeben (Fig. 117): 

1. Ist E ein beliebiger Punkt der Ebene, der aus 
ffj und B^ durch a und y projiziert wird, so ist die 
Verbindungslinie e der Pole C und V die Polare von E; 

2. Ist e eine beliebige Gerade der Ebene, die g und. 
k ia C und f schneidet, so ist der Schnittpunkt E der 
Polaren c und y der Pol von e. 

Dafs wir durch diese Zuweisnng ein Polarfeld erhalten, 
ist zwar durch das Vorhergehende bereits bewiesen; wb: 
geben aber noch einen direkten Beweis, weil dieser die 
Grundlage für die folgenden Betrachtungen bildet. Wir 
haben also zunächst zu 

zeigen"'"'': Wenn E sich i y*^ 

in einer Gerade / bewegt, 
so beschreibt die zugeord- 
nete Gerade e einen ge- 
raden Strahlenbüschel F. 

Bewegt sich der Punkt -^^^ ^^ 

E in /, 90 beschreiben c ^^^^^ 

nnd y die zu / perspek- """^ ' 

tiven Strahlenbüschel (?, 
und i/j, die g und h in 
den projektiven Punktr 
reihen C, und T, schnei- 
den. Es bilden daher auch ^^' 
Cnnd r zwei projektive*^^'* 
Punkfreihen in g und h, und 
weil diese in perspektiver 
Lage sind, gehen die Verbindungslinien CT durch i^''*'. 
Am besten läfst sich die Bewegung der einzelnen Elemente 
aus dem folgenden Schema ersehen*^'' *i : 
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Ffijlt der Fnnkt E in den Schnittpunkt von / und «, so 
föllt 1. C^ in ff und C daher in U, 2. T, in H und T da- 
her ebenfalls in U. Die beiden projektiven Punktreihen C 
und r, die wir in ff und Ä erhalten, sind daher in perspek- 
tiver Lage ; die Verbindungslinie Cr ^e beschreibt also 
einen zur Punktreihe E projektiven geraden Strahlenbllschel, 
dessen Mittelpunkt wir F nennen. — Schneidet die Gerade f 
die Träger g und Ä in S und B, so gehen, wie wir eben 
bewiesen haben, die den Punkten B und B zugeordneten 
Geraden Gj 5, und H^ B, durch F; zeichnen wir also um- 
gekehrt wieder zu F die zugeordnete Gerade, so erhalten 
wir / Je zwei zugeordnete Elemente entsprechen einander 
mithin zweifach, d, h. die beiden reziproken Felder sind in 
involutorischer Lage und bilden ein Polarfeld*'*'''. 

z Zusatz. Die eben benutzten Strahleninvolutionen (5, ' 

und H^^, die perspektiv zn g'^ und h^ liegen, erzeugen als 
Gegenecken"*^! eine diagonale Involution, deren Mittelpunkt 
U ist, weil dem Strahle 0^(0) der Strahl G^{Ü) und dem 
Strahle Hj{H) der Strahl Ej(U) homolog ist. Von der 
diagonalen Involution U^ sind U{G^^g^ und U{H^)^k^ 
zwei homologe Strahlen"*". Ferner sind auch g und h zwei 
homologe Strahlen. Schneiden sich nämlich irgend zwei 
Strahlen e und ■y von G, und //, in einem Punkte Cj von 
g, 80 liegen, wenn wir den Schnittpunkt von y und h durch 
r, bezeichnen, die homologen Punkte C und r in einem 
Strahle e^ von ö, ; c, und y^ sehneiden sieh also in r, das 
ist in einem Punkte von h. Die diagonale Strahleninvoiution 
U^ der Gegenecken Gj^ und fl^* liegt mithin perspektiv zu 
der diagonalen Punktinvolution m* der Gegenseiten g'^ und A^. 

4 194. Die dem Büschel ad^uperierteii Involutionen. 
Sehneidet die beliebige Gerade e die Träger gku in Cr^l 
{Fig. 118), so liegen die homologen Punkte C^ V^ B ebenfalls 
in einer Gerade""', und die Hauptinvolation in e ist, wenn 
wir den Schnittpunkt von C V und C^ fj durch A bezeichnen, 
bestimmt durch den Wurf CV , ^ A"*^'. Die diagonale In- 
volution ist bestimmt durch G H.A ßi'ss,)^ mjd weitere 
homologe Punkte G, fl^ dieser diagonalen Involution ergeben 
sich*"*', wenn wir irgend zwei Punkte D und A von g 
und /i, die mit A in einer Gerade liegen, aus C, und f^ 
auf die Diagonale u projizieren. Für das Polarfeld (GGj) 
nun ist die Verbindungslinie C, G^ die Polare von C; sie 
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Bchneidet daher die Gerade e in dem dem Punkte C 
konjngierten Pnnkte C"*'»'. Ferner ist die Verbindungslinie 
r, Ä<'ää.) die Polare von r, sie schneidet daher e in dem 
dem Punkte T konjugierten Punkte f. Die dem Polarfelde 
(G GJ koigugierte In- 
volution der Gerade e 
ist daher CC .rV. 
Dies ist eine kom- 
ponierende von 

cr.(7r('".>;Cimdr' 

aber bilden, wie das Vier- 
eck C, r^ /> A zeigt, ein 
Punklpaar der Hanpt- 
involntion Cr . AA, so 
dafs die dem beliebigen 
Polarfelde ((? G,) konjugierte Involution der Gerade e eine 
komponierende der dnreh die Gegenseiten g^ nnd A^ in p 
induzierten Hanptinvolution ist. 




1. Lehrsatz: In jeder Ge- 
rade werdeh durch die Polar- 
felder des Büsclieh konjugierte 
Involutionen erzeugt, die kom- 
ponierende der Hauptpunkt- 
involution dieser Gerade sind. 

Oder, wenn wir das Wort adjungiert' 
Polarfelder anwenden {vgl. 214): 



1. Lehrsatz: InjedemPunkte 
werden durch die Polarfelder 
der Schar konjugierte Involu- 
tionen erzeugt, diekompoTÖer&xde 

der HauptstraJileninvolution 
dieses Punktes sind. 

auch anf 



2, Die Hauptpunktinvoluiion 
einer beliebigen Gerade ist 
jedem Polar/ekle des Büschels 
adjungiert. 



2. Die HauptstrafUeninvolu- 
tian eines beliebigen Punktes 
ist jedem Polarfelde der Schar 
adjungiert. 



Befreien wir diesen Satz von dem Begriffe des Büschels, 
80 erhalten wir die allgemeinste Form des Lehrsatzes von 



3. Sind zwei Gegenecken 
einem Polarfelde konjugiert, so 
ist die HauptstralUeninvolution, 
die die baden Gegenecken in 
einem beliebigen Punkte in- 
duzieren, dem Polarfelde ad- 
jungiert. — 



3. Sind zwei Gegenseiten 
einem Polarfelde kotijugiert, so 
ist die Eauptpunktinvobition, 
die die beiden Gegenseiten in 
einer beliebigen Gerade in- 
duzieren^^^\ dem Polarfelde 
adjungiert. — 
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Weil jedes Polarfeld des Büsehels durch eine kom- 
pooierende der diagonaleii Involution bestimmt isf^^l, so 
ergiebt sich (ala besonderer Fall des vorstehenden Satzes): 



Sind 

einem Polarfelde konjugiert, so 
üt ihre diagonale Involution 
dem Polarfelds adjungiert. 



Sind 

einem Polarfelde konjugiert, so 
ist ihre diagonale Involutitm 
dem Polarfelde adjungiert. 



ö 196. Die PoUtupve. Für das Polarield (GG,) ist die 
Verbindnugslinie <7, G, (Fig. 119) die Polare von C und 
V^IL die Polare von V; der Schnittponkt E von C^G, und 
r, .^ ist daher der Pol der Gerade CT = e. Durchläuft 
G^ die Diagonale (dreht sieh, mit andern Worten, die znr 
EoDstmktion der Pnnktpaare G^ B, benutzte^'**' Gerade 
i>Ä um Ä), so be- 
schreiben G^ (Gj) und 
r, (ö,) zwei projektive 
Strahlenhüsehel, ihr 
Schnittpunkt E, der Pol 
von e, daher eine zu 
Gl projektive PunHrei/ie 
zweiter Ordnung. Diese 
Pimktreihe zweiter Ord- 
nung heifst die Polknrve 
der Gerade e. Da sie 
nach unserer Konstruk- 
tion erhalten wird dorch Projektion der diagonalen Involution 
(G, -ffj) oder<'« ^> der Hauptinvolution (C f) aus G, und T^, 
so ist die diagonale Involution von u und die Hauptinvolution 
von e der Polkurve konjugiert"^'*. Da G und H zwei 
homologe Punkte der diagonalen Involution sind"*'"', Bo ist 
auch der Diagoaalpunkt U ein Punkt nnserer Kurve. Wir 
haben daher folgenden 




Lehrsatz: ZHe Pole jeder 
Gerade e für sämtliche Polar- 
felder des Büsclieh liegen in 
einer Kurve zweiter Ordnung. 
Diese Polkurve ist bestimmt 
durch die diagonale Invohiiüm, 
u^j die Hauptinvolution e* und 
den IHagonalpunkt U. 



Lehrsatz: Die Polaren jedes 
Punktes E für sämtliche Polar- 
felder der Schar bilden einen 
Strahlenbäsclielzweüer Ordnung. 
Dieser Polarenbüschd ist be- 
stimmt durch die diagonale In- 
vohUitmJJ^, die Hauptinvolution 
E^ und die Diagonallinie U, 
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Ztisatz. Aus unserer Konstmktioii ergiebt sich noch z 
eine zweite Bestimmnngaweiae der Polkurve. Wir erhielten 
die Polkiure, indem wir den Strahl AJ> li am A sich drehen 
liefeen und die Punkte Z) und A aus C, und r^ projizierten. 
Wir haben also den einfachsten Fall der Kurvenkonstruktion 
vor nns<ä* ^>. C, und \'^ sind als Mittelpunkte der pro- 
jektiven Strahlenbüschel Punkte der Polknrve, ihre Tangenten 
aehneiden sich in A, so dafs die Polkurve bestimmt ist 
durch ihre drei Punkte C, T, U und den Schnittpunkt A der 
Tangenten in C, und f^ : 



1. Schneidet eine beliebige 
Gerade e die IVäger ^ A u in 
C r Ay so geht die zugeord- 
nete Polknrve e^* durch C^ 
und r^, und die Tangenten 
von C, und ^^ schneiden sich 
in A. — 



1. Wird ein beliebiger 
Punkt E aus GBU durch 
cya projiziert, so enthält der 
zugeordnete Polarenbüschel 
E^* die Strahlen c^ und y,, 
und die Berührungspunkte 
von Cj und y, liegen in a. — 
Sind die Involutionen g^ und h^ hyperboUscli, so wird 
€^ von C durch die Ordnungspunkte KK,, T, von T durch 
die Ordnungspunkte L L^ harmonisch geteeant'*'«'. Da in 
diesem Falle von den Irägern g^ A, und g^ h^ der Gegen- 
seiten dasselbe gilt wie von g A""^ ^\ so können wir rnisem 
Satz, indem wir ihn vom Begriff des Btlschels loslösen, so 
aussprechen: 



2. S<Uz vom Kegelschnitt der 
9 Funkte. Die 6 von einer 
beliebigen Gerade e durch je 
zwei Ecken eines Vierecks 
harmonisch getrennten Punkte 
und die 3 Diagonalpunkte 
des Viereeks liegen in einem 
Kegelschnitt. Die Verbin- 
dungslinien zweier Kurven- 
punkte, die in zwei Gegen- 
seiten des Vierecks liegen, 
gehen durch den Pol von e 
und haben den Schnittpunkt 
von e und der zugeord- 
neten"*^) Diagonallinie zum 
Pol. — 



2. Satz vom Kegelschnitt der 
9 Tangenten. Die 6 von 
einem beliebigen Funkte E 
durch je zwei Seiten eines 
Vierseits harmonisch getrenn- 
ten Geraden und die 3 Dia- 
gonallinien des Vierseits nm- 
hlllleu einen Kegelschnitt. 
Die Schnittpunkte zweier 
Kurventangenten, die durch 
zwei Gegenecken des Vier- 
seits gehen, liegen in der 
Polare von E und haben die 
Verbindungslinie von E und 
dem zugeordneten Diagonal- 
punkt zur Polare. — 
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Fällt e mit der nneigentlicheD G-erade zasammen, so 
sind C,, Tj n. 8. w, die Mitten'"'' der Gegenseiten ansers 
Vierecks. Nehmen wir weiter an, dafs von dem Viereck 
KK^LL^ zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht 
stehen, so ist die Haaptinvolution''" *' von e zirkulär; die 
Polknrre ist also, weil ihr die Hanptinvolation von e kon- 
jugiert ist, ein Kreis'^*'''. Als besonderer Fall des vorher- 
gehenden Satzes erg^ebt sich daher der ans der Planimetrie 
bekannte 

3. Satz des Feuerbach. In einem Viereck, in dem 
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, 
liegen die Mitten der 6 Seiten und die 3 Diagonal- 
pnnkte in einem Kreise. Die Verbindungslinie der 
Mitten zweier Gegenseiten geht durch den Mittelpunkt'''^ 
des Kreises und steht auf der zugeordneten Diagonal- 
linie senkrecht'"^'' und halbiert sie'*"*'. 
Die Form, in welcher der Feuerbaehsche Satz ge- 
wöhnlich ausgesprochen wird, erhält man'^'^ *', wenn man 
beachtet, dafs ein Viereck KK^ Xi, , in welchem zwei Seiten 
auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, sich ansehen läfat 
als ein Dreieck KK^L mit dem Höhenschnittpunkt L^ ; die 
Fufspunkte der Hohen dieses Dreiecks sind die Diagonal- 
pnnkte des Vierecks. — 

Nebenbei mag bemerkt werden, dafs man noch dnrch 
eine andere Spezialisierung zum Satz des Fenerbaeh gelangen 
kann, indem man von einem Viereck AT Äj Xij ausgeht, in 
welchem die vierte Ecke L^ der Schwerpunkt des von den 
drei andern Ecken KK^L gebildeten Dreiecks ist. Man 
hat dann den Kegelschnitt der 9 Punkte für diejenige Ge- 
rade e zu zeichnen, die die von den Fufspunkten der Höhen 
durch die Ecken des Dreiecks KK^ L harraoniscb getrennten 
Punkte enthält. Hier aber soll auf die Begründung dieser 
Bemerkung und auf die aus ihr zu ziehenden Folgerungen 
nicht näher eingegangen werden. 
A Anmerkung. Geht die Gerade e durch U, so dafs C 

nnd r in £/ liegen, so fällt Cj in G nnd T, in //; der 
Schnittpunkt E von C, G^ und fj H^, d. i. von ff Cr, and 
HH^, liegt also in w, ist aber im übrigen unbestimmt. 
Fällt ff, in G, fl, also*'«"'» in //, so wird der Schnittpunkt 
E ganz unbestimmt Unsere Konstruktion reicht also für 
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diesen Fall nicht auB. Wir sahen aber sehonl'*"', dafs wir die 
Punkte E auch finden können, indem wir die homologen Punkte 
der Hauptinvölution yon e ana C, und Tj, in unserm Falle 
also ans G und H projizieren. Da diese Hanptinvolntion, 
wenn e durch U geht, hyperbolisch ist nnd die Ordnnngs- 
pnnkte U nnd Ä hati'"* ^>, ao erhalten wir als Ort für die 
Schnittpunkte homologer Strahlen die von e durch g nnd 7t 
barmoniseh getrennte Gerade e'(*''"'; dazu kommt als zweite 
Gerade die Diagonale «, weil die homologen Strahlen C^ (Ä) 
nnd r, {Ä) mit u zusammenfallen. — Dafs auch dann, wenn 
e dnrch U geht, der Satz richtig bleibt, dafs die Pole E 
Ton e eine zn G, projektive Punktreihe bilden, beweisen 
wir durch folgende Betrachtung. 

Geht die Gerade e durch ü, so liegt ihr Pol in der 
Polare von U und ist der Punkt E von u, welcher in der 
durch die Zuweisung (öG,) bestimmten konjugierten In- 
volution von M dem Punkte A homolog ist. Dieser Pnnkt 
beschreibt aber nach Nr. 166,, eine zu G, projektive Punkt- 
reihe. — Für die Kurve des Btlsehels, welche ans dem 
Geradenpaar ffh besteht"'^«', wird der Pol von e unbestimmt: 
jeder Pnnkt der von e dnrch g nnd k harmoniseh getrennten 
Gerade e' kann als Pol angesehen werden. Daher: 



Für eine Gerade e, welche 
durch den Diagonalpnnkt U 
geht, zerfällt die Polkurve in 
zwei Geraden: die Diagonal- 
linie nnd die von e durch g 
nnd h harmonisch getrennte 
Gerade e'. 



Für einen Punkt E, welcher 
in der Diagonallinie u liegt, 
zerfällt der Polarenbtisehel 
in zwei Punkte: den Diagonal- 
pnnkt nnd den von E durch 
G nnd H harmoniseh ge- 
trennten Punkt E'. 



196. Absolnt konjugierte Punkte. In jedem Polar- u 
felde des Büschels ist dem beliebigen Punkte E eine be- 
stimmte Gerade e als Polare zugeordnet, die wir finden*'^*'', 
indem wir E aus G^ und B„ den Polen von g und A, 
durch c und y projizieren und die Pole C und f von c und 
y durch die Gerade e verbinden. Wir erhalten die Polaren 
e des festen Punktes E für sämtliche Polarfelder des 
Büschels, indem wir den Punkt G, die Gerade u durchlaufen 
lassen*'**«) nnd für jede Lage von G^ in der eben an- 
gegebenen Weise die Polare e zeichnen. Bei dieser Be- 
wegung des Poles G^ ergiebt sich die Bewegung der 
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II. Das Polarfeld. 



einzelflen Elemente am überBiehtliehaten (Fig. 120) ans dem 
folgenden Schema'"*': 

(?«»'' A c, [E] Ä Gl'"'' Ä s, [^] A r/'^'i Ä r. 

Fällt G, in G, so föllt C ebenfalls in G und C daher 
in U. Da gleichzeitig E^ in H fallt(i»*«>, so fällt r, eben- 
falls in H nnd daher P 
in U. Die von C und 
r beschriebenen Pnnkt- 
reihen sind daher in per- 
spektiver Lage^**!; die 

Verbin dungal in ie 
e^CV, die Polare des 
. Punktes E, beschreibt 
daher einen zu G^ pro- 
jektivenStrahlenbüschel 
erster Ordnung, dessen 
Mittelpunkt wir mit E^ bezeichnen wollen. Das Ergebnis 
fassen wir zusammen in dem Satze: 




1. Zeichnet man sämtliche 
Polarfelder des Büschels, in- 
dem man der Seite g der 
Keihe nach jeden Punkt G^ 
der Diagonale m als Pol zu- 
weist, und bestimmt in jedem 
dieser Polarfelder die Polare 
des festen Punktes E, so er- 
hält man einen Strahlen- 
bUschel erster Ordnung E„ 
der projektiv auf die von 
G, in M beschriebene Ptinkt- 
reihe bezogen ist. 



1. Zeichnet man sämtliche 
Polarfelder der Schar, indem 
man der Ecke G der Reihe 
nach jeden Strahl g, des 
Diagonalpnnktes U als Polare 
zuweist, nnd bestimmt in jedem 
dieser Polarfelder den Pol 
der festen Gerade e, so er- 
hält man eine Punktreihe 
erster Ordnung e^, die pro- 
jektiv auf den von g^ um U 
beschriebenenStrahlenbUschel 
bezogen ist. 



Weil alle Polaren von E durch £, hindurchgehen, 
bilden E nnd E^ ein Paar konjugierter Punkte"**'' für jedes 
Polarfeld des Büschels. Nennen wir zwei solche Punkte 
absolut konjugiert^ so haben wir : 



2. Jedem Punkte E üt h 
sichtlich aller PoUxrfdäer des 
BüscMb ein bestimmter Punkt 
Ej konjugiert. E und E, 



2. Jeder Gerade e ist hin- 
sicMich aller Pdarfelder der 
Schar eine bestimmte Gerade 
e, kottfugiert. e und e^ werden 
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werden ztcei [hmHchtlicIt des 1 zwei {hinsichtlich der Schar oder) 
BütclieU oder) absolut konju- absolut konjugierte Geraden 
gierte Punkte genannt. j genannt. 

197. KoDstFaktion des absolatkoi^ugieFten Punktes, »t 

Wir haben gesehen*"*', dafs ein dem Punkte E hiDsicbtiich 
sämtlicher Polarfelder des Büschels konjagierter Packt £^ 
existiert. Jetzt wollen wir zeigen, wie man E, findet. 

1. Anfgabe: Den Punkt zu 1 1. Aufgabe: Die Geradezu 
zeichnen, der einem gegebenen zeichnen, die einer gegebenen 
Punkte absolut konjugiert ist. \ Gerade absolut konjugiert isL 

Wir legen durch E (Fig. 121) eine beliebige Gerade, 
die die Träger gku in C, A, G^ schneidet; die homologen 
Punkte, die wir CLH^ nennen, liegen in einer Geradel'"', 
4Üe die Verbindungslinie E V im Punkte X treffen möge. 
Schneidet die Verbindungslinie X G^ die Träger g and h 
in D and T, so bilden CDV L ein Viereck, von dem X 
and ü zwei Diagonalpunkte sind. Wir behaupten, dafa der 
dritte Diagonalponkt, der Schnittpaokt der Gegenseiten CV 
nnd D A, der dem Paukte E absolut konjugierte Pnnkt E^ ist. 

Beweis : Betrachten wir das Viereck EXG^B^ 
{vergl, 133), so sehen wir, dafs zwei Paar Gegenseiten die 
Träger g und h in homologen Punkten schneiden; es müssen 
daher auch die Gegenseiten E H^ und X G, die Träger g 
nnd h in homologen 
Punkten sehneidenl**^'; 
EB, schneidet also g 
and A in den den Punk- 
ten D und r homologen 
Punkten D^ nnd T^. — 
Dareh die Zuweisung 
{G (?g) ist ein Polarfeld 
des Büschels bestimmt, 
für welches C der Pol 
von 6\ G^ und r der 
PoIvonTj-Hj, er also 
die Polare von E ist. 
— Durch die Zuweisung {G H^) ist ein zweites Polarfeld 
beatünmt, für welches G, der Pol von ä istC»^. Für dieses 
Polarfeld ist D der Pol von D^ B^ und L der Pol von 
Aj Gj, DL also die Polare von E. E^ ist mithin der 
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Schnittpunkt zweier Polaren des Ponktes E und daher dem 
Funkte E ahaolut konjügiertl'"*'. ~ 

Ans dem Viereck CDV L ergiebt sich noch, weil die 
Gegenseiten des Diagonalpnnktes ü durch die beiden andern 
Diagonalp unkte -E^ und X harmonisch getrennt werdenf^^ 
und E in der Diagonallinie X ü liegt, der Lehrsatz (der 
sich auch ala eine Folgerung aus Nr. 192^ betrachten liefse}: 



2. Je zwei absolut konju- 
gierte Punkte werden durch 
die Gegenseiten g und h 
harmonisch getrennt. 



Je zwei absolut kon|n- 
gieite Geraden werden durch 
die Gegenceken G und ff 
harmonisch getrennt. — 
Da wir die eben angegebene Konstruktion noch mehr- 
mals anzuwenden haben, so fassen wir sie in Qbersichtlicher 
Form zusammen {Fig. 121): 

3. Um den dem Punkte E für den Büschel (^A) absolut 
konjugierten Punkt f^^ zu finden, projizieren wir aus E zwei 
beliebige homologe Punkte G^ und /i, von u^. Werden die 
Träger g und h von dem Strahle -E(G,) in C^ und A„ von 
dem Strahle E{H^) in -D, und Tj geschnitten, so ist der 
Schnittpunkt E,^ von C T und J) A der dem Punkte E 
absolut konjugierte Punkt. 

Zusatz. Fällt der Punkt E zusammen mit einem Punkte 
A {Fig. 122), in dem die Gerade CT von der Verbindungs- 
linie der homologen Punkte C^ 
und Tj geschnitten wird, so läfst 
sich der dem Punkte A absolut 
konjugierte Punkt A, vermittelst 
des Vierecks C C, r r^ zeichnen. 
— Für das Polarfeld (GA) ist C, 
der Pol von CA und r der Pol 
von Fj B, C, r also die Polare 
von A. — Für das Polarfeld (GB) 
ist C der Pol von C, B und T^ 
"^' '"■ der Pol von VA, CT, also die 

Polare von A. Die Geraden C, T und C T^ schneiden sich 
also in dem dem Punkte A absolut konjugierten Punkte A, : 




Sind C C, irgend 
homologe Punkte von g'^ und 
r Tj irgend zwei homologe 
Punkte von A^, so bilden 



Sind c Cj irgend zwei 
homologe Strahlen von G* 
nnd y j-, irgend zwei homo- 
loge Strahlen von ff*, so 
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C Cj r Tj ein Viereck, von 
dem ü ein Dia^onalpnnkt ist. 
Die beiden andern Diagonal- 
ponkte sind zwei absolut 
koDJn^erte Punkte. 



bilden ec^yy^ ein Viereeit, 
von dem m eine Diagonallinie 
iat. Die beiden andern Dia- 
gonallinien sind zwei absolut 
konjugierte Geraden. 



198. Die RuFve der absolut konjugriepten Punkte, i» 
Um zum Punkte E den absolut konjugierten E^ zu zeichnen, 
legten wir"^'' durcb E eine beliebige Gerade, die die Träger 
ghu in C, A, Gj schnitt (Fig. 121). Lassen wir nun den 
Punkt E anf dieser Gerade sieb bewegen, so bleiben aufser 
C, i, G, auch die Punkte C L H^ fest. Bewegt sich daher 
£ in CjÄ,, so beschreibt Z, weil EÜX in einer Gerade 
liegen, in Ca eine zu E Perspektive Punktreihe und wir 
haben(B^*): 

C(r)Ar[G,jA-t'AA(i>). 

Die konjugierten Punkte E^ stellen sieh also als die 
Schuittpuukte homologer Strahlen zweier projektiven Strahlen- 
bUsehel dar, d.h.**'' sie bilden eine krumme Punktreihe.'— 
Aus dem Viereck C äDV geht hervor, dafs die Gegenseiten 
C (f) und A (B) die Diagonale w in homologen Punkten der 
diagonalen Involution"'" nnd die Gerade Cj Aj in homo- 
logen Punkten ihrer Hauptinvolution'""^' schneiden. Die 
Kurve der absolut konjugierteu Punkte ist also identisch 
mit der Kurve der Pole von C^ A^ fllr die Polarfelder des 
BüschelsC»«: 



JXg dm Punkten einer Ge- 
rade e absolut konjugierten 
Punkte bilden eine zur Punkt- 
r&he e projektive krumme 
Punktreifiey die mit der Pol- 
kurve von e identisch ist. 



Die den Strahlen eines Punk- 
tee E absolut konjugierten Ge- 
raden bilden einen zum Strah- 
lenbüschel E projektiven krum- 
men Stra/ilenbüsc/iel, der mit 
dem Polarenbüscfiel von E 
identisch ist. 



199. Zweite Konstruktion des absolut konjngriepten im 
Punktes. Wir fanden""' den dem Punkte E absolut kon- 
jugierten Punkt E^, indem wir zn E die Polaren zeichneten 
ftlr die Polarfelder {G G^) nnd (GB^). Wir geben jetzt 
noch die besondere Konstruktion, die sich ergiebt, wenn 
man die Polarfelder (G G')"*^"' und (GH) zur Zeichnung 
■von E^ wählt. — Schneidet EH (Fig. 123) den Träger g 
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in C^ und E G den Träger A in f., so ist, weil fttr das 
Polarfeld (G B) das Dreieck U GH ein PoldreieckC"«' ist, 
C der Pol von EH und T der Pol von EG, Cr also die 
Polare von E. Femer sind von dem Viereck C^V^GS die 
Pnnkte ü nnd E zvrei Diagonalpankte ; zeichnet man noch 
den dritten, den Schnittpunkt B von GH nnd C^ Tj, b* 
geht die Verbindungslinie V B, weil Hie von E durch g nnd 
^ harmonisch getrennt Ist, ebenfalls dnreh den konjagierten 
Punkt £j('^'>>. Dieser ergiebt sich also als der Schnitt- 
punkt von C V und ü B. 
z Zusatz. Diese Konstruktion ftthrt uns zn einem 
Tfichtigen Satze über die HauptstrahleniDvolution , welche 
die GegeuBeiten g^ und h"^ und die diagonale Involution u^ 
in einem beliebigen Pnnkte E induzieren <■''">, Wir wenden 
unsere Auftoerksamkeit der Gerade zu, die 
den Punkt E mit seinem absolut konjugierten 
E^ verbindet, um nachzuweisen, dafs der 
Strahl E{E^) in der Hauptinvolation von E 
dem Strahle E(ü) homolog ist. — In der 
ersten der beiden Strableninvolutionen, durch 
welche g'' und A* aus E projiziert werden, 
. ist dem Strahle E(U) der Strahl E(G) 
homologj diesem entspricht, weil E[G] den 
FiB.m. Träger k (Fig. 123) in r, sehneidet, in der 
zweiten Involution E{V). Ferner ist dem Strahle E(f?^ in 
der zweiten Involution der Strahl E{H) homolog; diesem 
entspricht, weil E (iJ) den Träger g in C^ schneidet, in der 
ersten Involution der Strahl E[C). Der dem Strahle E{U) 
in der resultierenden Involution homologe Strahl ist also"*^' 
der von E{U) durch £(r) üniE{C) harmonisch getrennte. 
Dies ist aber E (£J, weil, wie sich aus dem Viereck 
GHC^V^ ergiebt'ä*.', U{EB.GB) ein harmonischer Wurf" 
ist, E^ also*^'"' von U E durch C und r harmonisch ge- 
trennt wird: 



In der Hauptetra}deninvolu- 
Hon, welche durch die Gegen- 
seilen g* und h- und die dia- 
gonale Involution u* mi einem 
beliebigen Funkte E induziert 
tcird, sind die beiden Strahlen, 
welc/ie durch denifiagonalpunkt 



In der Hauptpunktinvolution, 
welelie durch die Gegeneeken G^ 
und H^ und die diagonale In- 
volution U* m einer beliebigen 
Gerade e induziert tvird, sind 
die beiden Punkte, welche in 
der Dioffoncdlinie n und der 
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U und (Im absolut konjuffierten 1 absolut konjugierten Gerade Oj 
Punkt Ej gelten, einander lügen, einander homolog. 



Anmerkung. Wir haben den vorstehenden Satz unmittelbar *■ 
ans der Konstruktion des absolut konjugierten Punktes ab- 
geleitet, trotzdem wir ihn ans Nr, 188 hätten folgern können. 
Da nämlich zu den Polarfeldern des BUschels auch dasjenige 
gehört, welches durch den Punkt E als Ordnungspunkt be- 
stimmt ist, und fttr dieses"*'*' die Polare von E der Strahl 
von E ist, welcher in E^ dem Strahle E(U) homolog ist, 
so mufs dieser Strahl als eine der Polaren von E durch E^ 
gehenf'^'i'. 

200. Konstruktion eines Polarfeldes mit g-egrebenem a 
Ordnungspankte. An den vorstehenden Satz knüpfen 
wir die Konstruktion, auf die wir bereits'^***' hingewiesen 
haben. 



1. Aufgabe: Die Kurve der 

Schar zu zeichnen, welcfis eiW 
gegebene Gerade berührt. 



1. Aufgabe: ZHe Ordnungs- 
kurve det Bäscftels zu zahnen, 
welche durch einen gegebenen 
Punkt geht. 

Wenn wir diese Angabe aussprechen, ohne den Begriff 
eines Büschels von Polarfeldern zu benutzen, so erkennen 
wir, dafs sie identisch ist mit der in Nr. 100 gelösten: Eine 
Kurve zu zeichnen, für die ein Pnnkt und zwei konjugierte 
Fonktinvolntionen gegeben sind. 

Von dieser Fundamentalaofgabe geben wir as dieser 
Stelle eine zweite Lösang; eine dritte folgt in Nr. 203. 

Da wir die bisher benutzten Bezeichnungen beibehalten, 
80 genügt es, den Gang der Lösung anzugeben. — Wir 
zeiehnen""*' den Punkt E^ (Fig. 124), welcher dem gegebenen 
Punkte E absolut konjugiert ist. Die Strahlen E{U) nnd 
E(E^) sind einander homologl"^ ^> in der Hauptinvolntion, 
welche die gegebenen Punktinvolutionen g^ und A* in E 
induzieren"'"'', und schneiden daherC*^"' die Diagonale « in 
zwei konjugierten Punkten J und J^. Zum Punkte J zeich- 
nen vrir('^'> den ihm in der diagonalen Involution homologen 
Punkt K und zu J, den homologen Punkt Ä",. Es sind 
dann auch K nnd a, zwei einander konjugierte Punktet'^'*, 
so dafe die konjugierte Involution der Diagonale JJ,- KK^ 
ist. Da U der Pol von u ist''**^, so ist der von E durch 



.v.Cioogic 



n. Das Polarfeld. 



\\ / 



U und '[ hannoDisch getrennte Punkt F ein zweiter Kurven- 
punkt"^. Wir erhalten also'**'' die Kurve, indem wir die 
konjugierte Involution J J^ . K K^ aus E und F projizieren. 
— Für die Ausführung der Konstruktion ist noch zu be- 
merken, dafs Ji der Schnittpunkt der Tangenten in E und 
F iatl^*>; wenn wir also noch den Schnittpunkt der Strahlen 
E{K^) und F{K) durch L bezeichnen, so können wir die 
Karve aua den drei Punkten E F L und dem Schnittpunkt 
L der Tangenten in E und F zeichnen'^ '^J, 
z Zusatz. Hat die Involution g'^ die Ordnnngspankte M 
und M^, 80 sind E (M) und E {M^) zwei homologe Strahlen 
der Hauptstrahleninvolution ^*I^6U) und schneiden daherl'^*«' 
die Diagonale in zwei konjugierten Punkten. Wir kommen 
also für den Fall, dafs g^ Orduungspunkte hat, zurück auf 
den Satz^'*'', dafs zwei Kurrenpunkte M und M^, die mit 
ü in einer Gerade liegen, aus einem beliehigen Kurven- 
pnnkte E durch zwei Strahlen projiziert werden, die die 
Polare von U in zwei konjugierten Punkten schneiden. 

II 201. Die absolut konjuglepten Punkte als Ordnung^- 
punkte. In Nr. 188 haben wir die Bedeutung der Haupt- 
strableninvolution E^ eines beliebigen Punktes E ftlr das 
durch g^ k^ und E bestimmte Polarfeld erkannt. In Nr. 199 
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sahen wir daDQ, dafs diese Hauptstrahleoiiivoliitioti E^ aach 
in Beziehung steht zu dem dem Punkte E absolut kon- 
jugierten Punkte E^: der Strahl E{E^) ergab sich als der 
dem Strahle E{U) in E^ homologe. Aue diesen beiden 
Bezlehnngen ergiebt sich nun noch ein Zusammenhang 
zwischen zwei absolut konjugierten Punkten und der Haupt- 
punktinyolution ihrer Verbindungslinie EE^. 

Schneidet der dem Strahle E[U) in E* homologe die 
Träger ghv. (Fig. 125) in CV A, so sind E(G) und £(C,), 
E{H) und -E(r^) ebenfalls homologe Strahlen der Haupt- 
involution £^i'**i) und sclineiden h und g in zwei Pnnkten A^ 
und D^, die mit ^ in einer Gerade liegenC"*^''. Der dem 
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Punkte E absolut konju^erte E^ liegte**' jn E(C) und ist von 
E durch C nnd r harmonisch ^etrenntf'*'"*. Wir können ihn 
also zeichnen vennittelst des Vierecka C, f, D^ A^, von dem ü 
und E zwei Diagonalpnnkte sind; zeichnen wir noch den 
dritten Diagonalpunkt, den Schnittpunkt X von C^ fj und 
i>, Ä, , 80 schneidet die Diagonallinie X U die Gerade E C 
in dem von E durch C und V harmonisch getrennten Punkte"*^', 
d. i. in Ej^. Bezeichnen wir den Punkt, in dem CT 
von C, r, geschnitten wird, durch A, so bilden auch A A . EE^ 
einen harmonischen Wurf*"-!. Ak nnd CV sind also zwei 
Paar homologe Punkte der durch die Ordnnngspunkte E und 
£, bestimmten Involution(^^'. Der Wurf Äk.CV bestimmt 
aber die Hauptpunktinvolution der Gerade ££,<"*•': 

Bagii. Ebw* Oitattri* d« Liyt. 16 
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1. Zwei absolat konjugierte 
Funkte sind die Oidnuaga- 
pnnkte der Hanptpnnkt- 
involntion ihrer Verbindungs- 
linie. — 



Die Umkehmng dieses Satzes: 



1. Zwei absolnt konjugierte 
Geraden sind die Ordnongs- 
strahlen der Hanptstrahlen- 
iuvolntion ihres Schnitt- 
punktes. — 



2. Hat eine Hanptpunkt- 
involntion zwei Ordmings- 
pnnkte, so sind diese ein- 
ander absolnt konjugiert, 



2. Hat eine Hanptstrahlen- 
inTolntiou zwei Ordnnngs- 
strahlen, so sind diese ein- 
ander absolut konjugiert, 
ist richtig, weil jede Hanptpunktinvolution den Polarfeldem 
des BöBchels adjnngiert ia^''*'> und die Ordnnngspnnkte einer 
adjuugierten Inyolution einander konjugiert sind*'"''. 
ß 202. Drei Büschel von Polapfeldem. Ebenso wie 
die Gegenseiten g'^ nnd A* einen Büschel von Polarfeldem 
bestimmen, so bestimmen aueb g'^ und die diagonale iii- 
Yolution M^ und femer Ä* und m^ je einen BUscbel von 
Polarfeldem. 



1. Die drei Büschel {gk) 
(g m) (h u) bestimmen in je- 
dem Punkte E eine und die- 
selbe Hauptstrahleninvolution 



1. Die drei Seharen (Gfl) 
(G ü) {II Ü) bestimmen in 
jeder Gerade e eine und 

dieselbe Hanptpunktinvo- 
lution e*. — 



Ist a eine beliebige Gerade, welche die Träger ghu 
in C r ^ schneidet and von der Gerade, in der die drei 
homologen Punkte C, r^ B liegen, in A geschnitten wird, 
so ist die Hauptpunktinvolution von a"'" 



für den Büschel {g h) 

fUr den Büsehel {g u 

für den Büschel {ku 

2. Die drei Büschel {gh) 

[g u) (A u) erzeugen in jeder 

Gerade drei Hauptpnnktinvo- 

lutionen, von denen je zwei 

komponierende der dritten 

sind"*'''. Immer zwei dieser 

Hanptpnnktmvolutionen 
haben Ordnungspnnkte , die 
dritte nicht""''; das eine 



Cr.^A; 
C^.TA; 

r-4.CA. 



2. Die drei Scharen {GH) 
(G ü) {H U) erzeugen in 
jedem Punkte drei Hanpt- 

strahleninvolationen, von 
denen je zwei komponierende 
der dritten sind. Mmer zwei 
dieser Hanptstrahleninvolu- 
tionen haben Ordnungsstrah- 
len, die dritte nicht; das eine 
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Paar der Ordnnngspunkte j Paar der Ordnungsstrahlen 
wird durch das andere bar- wird durch das andere har- 
monisch getrennt"*'"'. | monisch getrennt. 

Wie wir den dem Ponkte E für i^k) absolut kon- 
jugierten Punkt E^ gezeichnet haben''^'-!, so können wir 
auch den dem Pimkte E für (g u) konjugierten Punkt L 
■ und den ihm ftlr (A w) konjugierten Punkt M zeichnen. 
Dieselben Betrachtungen wie die in Nr. 199 Z angestellten 
zeigen dann (Fig. 125), dafs in der resultierenden Involution 
von E der dem Strahle E(G) homologe jE{ä,) durch L und 
der dem Strahle E(H) homologe E{D^) durch M geht; und aus 
Nr. 197j folgt, dafe i von E durch tf und « und M von E 
durch h und u harmonisch getrennt ist Diese Pnnkte L 
und M nnn können wir durch eine Fortsetzung der in der 
vorigen Nummer begonnenen Konstruktion finden. Be- 
zeichnen wir noch den Punkt, in dem u von C, f, geschnitten 
wird, durch B (Fig. 126), so zeigt das Viereck ABE^X, 




von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl g als h in kon- 
jugierten Punktpaaren schneiden, dafs die Seite .E, B die 
Träger ^ und h in den den Punkten Z>^ und A. homologen 
Punkten £> und A schneidet. Da EE^. kA vier uarmonische 
PunkteläO'), mithin B{EE,.AÄ) vier harmonische Strahlen 
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sind, 80 wird E^^ Ton BE, in dem von E durch C^^ und 
6, hannonisch getreimteu Ponkte gesehnitteQ(^'*>; ebenso wird 
ED^ TOn S ü, in dem von E durch f^ und H^ hannoniseb 
getrennten Pankte geschnitten. Diese Schnit^mikte sind 
also die dem Pnnkte E für den Büschel (<? w) und für den 
Büschel (A u) absolat konjugierten Pnnkte L und M; denn 
sie liegen in den den Strahlen E{G) nnd E(R) in der 
HanptstrahleninTolntioQ E^ homologen Strahlen £(A,) und 
-E(^j) und sind von E durch ^« und Am harmoniech ge- 
trennt : 



3. Die drei PunkU E, L M, 
tUe einem, beliebigen. Punkte E 
fiir tue Sitschel (gh) (g u) (h u) 
absolut konjugiert siTid, liegen 
in einer Gerade. Diese Gerade 
schneidet (Fig. l2G)-0hu in 
drei Punkten DAß, denen 
in y" Ä* M* homolog sind die 
drei Pnnkte />, ^^ A, in denen 
ff hu geschnitten werden von 
den Strahlen, welche in der 
Hauptstrahleninvolntion E^ 
den Strahlen E{HGU) ho- 



3. i?te drd Geraden Bj 1 m, 
die einer beliebigen Gerade e 
für die Scharen (G H) (G ü) 
(H U) absolut konjugiert sind, 
gehen durch einen Punkt, Die- 
ser Punkt wird ans G HV 
durch drei Strahlen döb 
projiziert, denen in G^H^ U^ 
homolog sind die drei Strah- 
len (/j S^ a, durch welche aus 
G Hü die drei Punkte pro- 
jiziert werden, welche in der 
HanptpnnktinToIntion e^ den 
Punkten e (Agru) homolog sind. 

n 203. Allgemeine Kupvenkonstraktion. Der Punkt L 
(ebenso wie der Punkt M), den wir in der vorigen Nummer 
als den dem Punkte E für den BUschel [gu) absolut kon- 
jugierten Punkt gezeichnet haben, gewinnt eine neue Be- 
dentung, wenn wir beachten, dafs er in dem Strahle liegt, 
welcher dem Strahle E{G) in der Hauptsträhleninvolution E^ 
homolog ist. Dieser Straiil schneidet l'^'^J die Diagonale « 
in dem Pankte G^, welcher für das durch g- und h'^ nnd 
E bestimmte PolMfeld der Pol von g ist. Der Punkt L ist 
also, weil er von E durch den Punkt G^ und seine Polare g 
harmonisch getrennt ist, ein Punkt der Ordnungskorve dieses 
Polarfeldea, so dafs wir diese Ordnungskurve erhaltenl*^>, 
wenn wir die Involntiou g'^ ans E und L projizieren. ZH^ 
Komtruktion dieser Kurve und die Konstruktion der Haupt- 
straJihninvolution E* sind also im Grunde zwei identisc/ie Auf- 
gaben, und die in Nr. 200 gegebene Lösung, die sieh anf 
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die KonstroktioB des dem Punkte E für den Bttschel (j/Ä) 
absolut konjugierten Punktes E^ stützt, unterscheidet aiot 
nicht wesentlich von der folgenden. — 

Aufgabe: Eine Kurve zu Aufgabe: Eine Kurve zu 
zeichnm, für die ein Punkt seicknm, für die eine Tangente 
und zwei konjugierte Punkt- und zwei konjugieHe Strahlen- 
involutionen gegeben sind. Involutionen gegeben sind. 




Den gegebenen Funkt wollen wir (nicht wie bisher 
durch E, sondern) durch S bezeichnen und den ihm für 
den Btlsehel {g u) absolut konjugierten Punkt (den wir bis- 
her durch L bezeichneten), durch S^. Wir haben dann die 
Konstruktion der Nr. 197g von dem Büschel (g h) auf den 
Büschel (jm) zu übertragen; 

Wir projizieren ans S {Fig. 127) zwei beliebige homo- 
loge Punkte Ä und Aj von A*. Werden die Träger g und w 
von dem Strahle S(Aj) in C, und G^, nnd von dem Strahle 
'S(A) in Z>^ und B geschnitten, so ist der Schnittpunkt S^ 



,XiOO<-}^\c 



246 H. Du Polarfeld. 

von CA andDH^ der dem Punkte S für den Büechel (? m) 
abBolnt konjugierte Punkt. 

AnsfUhrimg der Eonstruktion : Wir legen durch S eine 
beliebige Gerade, die die Träger ^ A u in C^ i, (?, schneidet; 
die homologen Punkte, die wir CLH^ nennen, liegen in 
einer Gerade"**', die die Verbindangsünie 5 tr in dem Punkte 
Y treffen möge. Schneidet die Verbindungslinie YAj die 
Träger g und u m D und A, so bilden CD AH^ ein Vier- 
eck, von dem G und Y zwei Diagonalpunkte sind. Der 
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt von CA und D S^, 
ist der dem Punkte S absolut konjugierte Punkt S, . Pro- 
jizieren wir die Involution g^ aus S und S^, so erhalten wir 
die gesuchte Kurve, 

Bemerkungen zur Konstruktion: Die gezeichneten Linien 
liefern uns noch weitere Kurvenpnnkte. Das Viereck S Yh L^, 
von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl p' als u in homologen 
Punkten schneiden, zeigt, dafs auch die Gegenseiten YA, 
nnd S A die Geraden g und u in homologen Punkten 
schneiden, dafs also 5 Ä den Träger y in Z>, nnd den 
Träger u in ö sehneidet — Die Strahlen .S (C.) und S, (C) 
liefern, weil sie durch die homologen Punkte o, nnd C von 
g^ gehen, den neuen Kurvenpnnkt K und die Strahlen S {D^) 
und Sj {D) den Kurvenpunkt Ä", . — . Zwei Paar Gegen- 
seiten des Kurvenvierecks S S-^K K^ schneiden die Diagonale 
in homologen Punktpaaren G-, H^ und A B der diagonalen 
Involution; es sehneidet daher auch das dritte Paar Gegen- 
seiten SS^ und KK^ die Diagonale w in zwei homologen 
Punkten tr, nnd H^ von «^. Weil nun S{S^) nach unserer 
Konstruktion dem Strahle S{G) in der Hanptstrahleninvolution 
5* homolog ist, so ist G^ der Pol von ^c'''' und folglichli^^«) 
Hj der Pol von Ä; wir erhalten daher*'*'' die Kurve auch 
durch Projektion der Involution Ä* aus JiTundÄ^,, — Weil 
der Pol von SS, in y nnd der Pol von K K^ in h liegt, 
so schneidet die (in der Figur nicht gezeichnete) Diagonal- 
linie des Kurvenvierecks SS^ Ä'Ä',, welche den Gegenseiten 
SS^ nnd KK^ zugeordnet ist*'*'^', den Träger g in dem 
Schnittpunkte der Tangenten^"*' von S und S, und den 
Träger h in dem Schnittpunkte der Tangenten von K und K^. 
A Anmerkung. Ein besonderer Fall dieser Konstruktion 

ist die in Nr. 100 gegebene. Dadurch dafs wir nicht von 
einem beliebigen Strahl des Punktes S, sondern von dem 
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Strahl 5 (H) ausgingen, liefe sieb die Konstruktion von dem 
Begriff der absolut konjagierten Pnnkte be&eien ond soweit 
vereinfacben, dafs sie gleich nach der EinftthniDg der koD- 
jngierten Involntion begründet und zur Grundlage unserer 
Darsleäung der Geometrie der Lage gemacht werden konnte. 

204. Andere DeGnltlon der Ordnungskurve. Ans so* 
der vorhergebenden Konstruktion läfst sich noch ein wich- 
tiger SatK ableiten. Schneidet G^ D^ {Fig. 128) den Träger A 
in E, HO bilden die Punkte C A ö^ E ein Viereck, von dem 
zwei Paar Gegenseiten durch die hoi*>]ogen Punkte Q H 
und G, i/j der diagonalen Involution gehen. Da die fünfte 
Seite 4 D^ durch B gebt, so mufs die Seite C E durch A 
gehenl*^ ^>. Bezeichnen 
wir noch den Schnitt- 
punkt von Ca und C^ A, 
durch B, so ist die Hanpt- 
pnnktinvointion"'*^ von 
<7j &, bestimmt durch 
C, A^.GgB. Unser Vier- 
eck C A i^i E zeigt mm, 
dafs auch 5 und K 
zwei homologe Pnnkte 
dieser Involution sind. 
Zeichnen wir also in 
jedem dnrcb den Punkt S 
gehenden Strahle den 
üim in der Hauptpunkt- "'' '"" 

involutioD dieses Strahles homologen Funkt, so erkennen 
vrir, weil K auf der durch S als Ordnungspunkt be- 
stimmten Kurve liegt!***', den 




Lehrsatz: Die Punkte, wel- 
che einem festen Punkte in 
den Hanptpunktinvolutionen 
der durch ihn gehenden 
Strahlen homolog sind, liegen 
in einer Kurve zweiter Ord- 
nnng; diese Kurve ist identisch 
mit der Ordnungskurve des 
BüBehels, die dura den festen 
Punkt geht. 



Lehrsatz : Die Strahlen, 
welche einer festen Gerade 
in den Hanptatrahleuinvoln- 
tionen der in ihr liegenden 
Punkte homolog sind, um- 
hüllen eine Kurve zweiter 
Ordnung; diese Korve ist 
identisch mit der Ordnungs- 
knrve der Schar, die die feste 
Gerade berührt 
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16 205. Projektive Verwandtschaft zwischen einem 
Biisebel von Polarfeldem und einem Grundg-ebllde. 

Für manche Sätze erhält man eine bequeme Äasdracksweise, 
wenn man den BegriET der projektiven Verwandtschaft auf 
die Polarfelder eines Büschels ausdehnt; wir werden zn 
dieser Erweitemng des Begriffes der projektiven Verwandt- 
schaft dnreh den Satz""^.) geführt, d^s wir die sämtlichen 
Polarfelder eines Büschels erhalten, wenn wir den Punkt G^ 
die Diagonale u durchlaufen lassen. 



1. Definition. Eiv^Büschel 
{g h) non Polar/eldem und ein 
Gmndgeliüde Iteiften projektiv, 
wenn da» Grundgehilde projek- 
tiv auf die PunikreiJie der Pole 
G^ von g bezogen iet. 

Mit Hülfe dieser Definition könuen wir den Satz in 
Nr. 196, so fassen: 



1. Definition. Eine Scliar 
(G H) von J'otarfeldem und ein 
Grundgebiide heifKn projektiv, 
wenn das Grundgebilde projek- 
tiv avf den Strahlenbüschel da- 
Polaren g, von G bezogen ist. 



2. Ein gerader Strahleu- 
bttschel E ist projektiv auf 
den Büschel von Polarfeldem 
bezogen, wenn man Jedem 
Strahle dasFolarfeld zuordnet, 
für welches er die Polare 
des seinem Mittelpunkte E 
absolut konjugierten Punktes 
E, ist. 



2. Eine gerade Punktreihe 
e ist projektiv auf die Schar 
von Polarfeldem bezogen, 
wenn man jedem Punkte von 
e das Polarfeld zuordnet, für 
welches er der Pol der seinem 
Träger absolut konjugierten 
Gerade e, ist. 



Ferner ergiebt sieh ans der Bemerkung in Nr. 195, 
dafs die Pole E einer Gerade e projektiv auf G^ bezogen 



sind: 

3. Eine Polknrve c,* ist 
projektiv auf den Büschel 
von Polarfeldem bezogen, 
wenn man jedem Punkte von 
e^^ das Polarfeld zuordnet, 
fUr welches er der Pol der 
zugeordneten Gerade e ist. 



3. Ein PolarenbUschel E^^ 
ist projektiv auf die Schar 
von Polarfeldem bezogen, 
wenn man jedem Strahle von 
E^^ das Polarfeld zuordnet, 
für welches er die Polare dea 
zugeordneten Punktes £ ist.— 



Hat die Involution g" die Ordnnngspunkte K und K^, 
so hat jedes Polarfeld des Büschels eine Ordnungskurve"**'. 
Ein solcher Punkt K{Kj), durch den sämtliche Ordnungs- 
kurven hindurchgehen, soll ein Grundpunkt des Büschels 
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genannt werden. — Ist c eine beliebige durch den Gnmd- 
pnnkt K gehende Gerade, welche u in A Bchneidet, bo er- 
hält man die durch die Zuweisung {G ff, ) beatimmte Ordnnngfl- 
küTve, wenn man die konjugierte Involotion G G^ . Äi/j"**»> 
von w ans K «nd K^ projizierte*^'. Ist also Aj der dem 
Funkte A in dieser InToIutioQ homologe Punkt, so ist der 
Schnittpunkt A von K(A) und AT, {A^) ein Pnnkt der Ord- 
nungskurve des Polarfeldes ((? (?,). Da nun, wenn G^ die 
Diagonale w durchläuft, der Punkt A, eine zu G^ projek- 
(jyg(i6B,) hjkJ a in c eine ^u j\^ Perspektive Punktreihe be- 
schreibt, 80 haben wir: 



4. Eine gerade Punktreihe, 
deren Träger durch einen 
Gnindpankt desBUBchels geht, 
ist projektiv auf den Btlsehel 
bezogen, wenn man jedem 
Punkte der Gerade das Polar- 
feld zuweist, dessen Ordnungs- 
knrve durch ihn hindurchgeht. 



i. Ein gerader Strahlea- 
büschel, dessen Mittelpunkt 
in einer Grundseite der Sclmr 
liegt, ist projektiv auf die 
äcbar bezogen, wenn man 
jedem Strahl das Polarfeld 
zuweist, dessen Ordnangs- 
kurve ihn berührt. 



§ 18. Die InTolntion dritter Ordnung. 

206. Projektive Verwandtschaft einer geraden und ^' 
einer krummen Punktrefhe. 

Aufgabe: Eine gerade und eine krumme Punktreihe 
projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs drei Pnnkten 
der einen drei Punkte der andern homolog sind. 

SoUen die Punkte A,B^C^ 
der krummen Punktreihe p^ den 
Punkten ABC der geraden 
Punktreihe p homolog sein, so 
projizieren wir aus einem be- 
liebigen Punkte von p' fin der 
Figur 129 aus -4,) die Punkte 
ABC der Gerade p auf p* und 
beziehen die erhaltene Punkt- 
reihe Aj B^ r^ und die gegebene 
Aj B^ 6\ projektiv aufeinander , 
durch Konstruktion der Projek- 
lionsachee w'"', indem wir den 
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Punkt, in welchem A^ B ron A, B^ gescbnitten wird, ver- 
binden mit dem Ponkt, in welchem A^ C von Aj C, ge- 
schnitten wird. Zn einem beliebigen Pniite B^ von p^ er- 
halten wir dann den homologen ß von p, indem wir den 
Funkt, in welchem A^ D^ die Projektioneaohse sclmeidet, 
aus Ai auf p projizieren. 

n 207. Involutorlsche Verwandtschaft einer geraden 
und einer krummen Punktrelhe. Wichtiger als der eben 
behandelte allgemeine Fall ist ein besonderer. Wir nehmen 
an, dafa die Geraden, welche die Punkte B und C von p 
aus dem Kurvenpunkte A^ projizieren, p' tu den homologen 
Punkten C, und Ä, schneiden und dafs zugleich die Ver- 
bindungslinie B, C, durch den dem Punkte A^ homologen 
Punkt !ä geht (Fig. 130). Nach dieser Annahme entsprei^en 
also den Punkten A, B^ (von p^) und C (von p), die in 
einer Gerade liegen, die Ecken eines Dreiecks A B C^, 
dessen Seiten durch die Funkte A^ B^ C gehen. 

1. Von einem solchen Dreieck ABC^, dessen Seiten 
durch die den Gegenecken liomologen PwnMe gelten, wollen 
wir tagen, dafs es perspektiv su den drei Punkten A^ B, C 
liegt, und von einer geraden und krummen Punktrethe, 
die in der angegebenen Weise projektiv aufeinander be- 
zogen sind, dafs sie involutorisch Uegen. 
Lösen wir für diese Lage der drei Punkte ABC und 
der ihnen homologen A^ B^ C^ die Aufgabe, die beiden 
Punktreihen projektiv auf- 
einander zn beziehen, so 
haben wir^'"^' die drei 
Punkte A B C aoB A^ auf 
die Kurve zu projizieren. 
Da jetzt die Punkte B^ 
und r, in C^ und B^ fallen 
(Fig. 130), 80 ergiebt sich 
als Projektionsachse die 
Gerade, welche den Schnitt- 
_^^^ pnnkt von A^ B und Aj B^ 
^ X, mit dem Schnittpunkte von 
A^ C und AjCj verbindet. 
Die Projektionsachse w ist also, wie das Kurvenviereck 
A^ B^ C^ A^ ergiebt, die Polare des Punktes .^c*''. Zu einem 
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1)eliebigen Pankt D^ von p^ erhalten wir jetzt den 
homologen D Ton p, indem wir den Punkt, in dem A,i?( 
■die Projektionsachse sehneidet, ans -^^ &^ p projizieren. — 
Projiziert man also die gerade Pnnktreihe p ans A^ und die 
krnmme p* ane dem Pnnkte A,, in dem die Verbindungslinie 
der beiden homologen Punkte Ä^ und A die Kurve zum zweiten 
Male achneidet, so liegen die beiden projektiven Strahieo- 
büBchel A^ und A^ perspektiv zu der Polare von A in Bezug 
anf p*. Sehneidet die Gerade A^ D die Kurve in Ä^, so 
bilden A^ A, D^ A, ein Knrvenviereek, dessen einer Diagonal- 
punkt, der Schnittpunkt von -d, Ä, und i?, A^, dem Punkte A 
konjugiert ist. Es geht daher*"'' i>, A^ durch A. Danach 
erhalten wir zu einem beliebigen Punkte D von p den zu- 
geordneten D^ von p^ durch die folgende Konstruktion: 

2. Zu einem beliebigen Punkte D (Fig- i3ö) von p 
finden wir den zugeordneten D[ von p*, indem wir den 
Punkt A^, in welchem A^D die Kurve sehntet, aus A 
auf p* projizieren. — 




Nehmen wir an, dafs auf diese Weise zn den beiden 
Punkten D und £ (Fig. 131) vermittelst der Punkte A^ und 
E, die Punkte D, und E^ gefunden wären, so ergebt sich, 
wenn wir noch den Schnittpunkt von p^ und D E^ dnrch 
X, bezeichnen, aus der Betrachtung des Kurvensechsecks 

J7~Eji:^ ■S^j_Äi, dafs i>, X, durch E gehtc*', d. h. D^E 
waA von D E^ in einem Kurvenpunkte geschnitten. 
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3- Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krumme Ptttüct- 

reihe t'n invobUorischer Lage, so wird jede Gerade, welche 

einen beliebigen Punkt D von p mit einem beliebigen 

lenkte Ej^ von p* verbindet, von der Verbindungslinie der 

liomohgen Punkte D^ vnd E in einem. Kurvenpunkte ge- 

edmitten, — 

Um also zu eiuem Punkte E den homologen Punkt E^ 

zu finden, können wir atatt von A und j4,, wie bisher, 

auch TOD irgend zwei andern homologen Punkten D nnd Z>, 

ausgehen, — Wenden wir den eben gefundenen Satz an, 

mn zum Punkte X, den homologen X zu finden, so mnfs, 

da ZJX, (Fig. 131) die Kurve in E^ schneidet, die Gerade 

D^ X durch E^ gehen, d. h. D, E. schneidet p mX. Den 

drei beliebigen Funkten E^ X^ D, die in einer Gerade 

liegen, entsprechen mithin die Ecken des perspektiv liegenden 

Dreiecks EXD^. 

4. Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krumme Punkt- 
reihe involutorisek aufeinander bezogen, so sind je drei 
Punkten, die in einer Gerade liegen, die Ecken eines 
perspektiv liegenden Dreiecks homolog. — 

5. Die involulorische Verwandtschaft einer geraden und 
einer krummen Punktreihe ist durch ein Paar homologer 
Punkte bestimmt; 

denn wenn dem Punkte Ä^ von y* der Punkt A von 
p zugewiesen ist, so finden wir zum Punkte B den homo- 
logen B^, indem wir den Punkt, in welchem p'^ von Ä^ B 
geschnitten wird, aus A auf die Kurve projizieren. 
18 208. Die Involution dritter Ordnui^. Die involu- 
torisehe Verwandtschaft einer geraden und einer krummen 
Punktreihe liefert uns ein Mittel, die Elemente eines Grund- 
gebildes zu je dreien zu ordnen. 

1. Sind p'^ und p durch die Zuweisung von A^ und 
A involutorisch auf einander bezogen''"'«', so wollen 
wir A, und je zwei Punkte von p^, die mit Ä in 
einer Gerade liegen, ein Tripel von p^ nennen. Eben- 
so nennen wir B^ und je zwei Punkte, die mit B in 
einer Gerade liegen, ein Tripel von p^. Den Inbegriff 
aller so in p* konstruierten Tripel nennen wir eine 
Invdution dritter Ordnung (und zum Unterschiede die bisher 
betrachtete Involution eine Involution zweiter Ordnung). 
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Es bilden demnach die Pnnktpaare, die mit A^ ein 
Tripel bilden, eine knunme Ipvolntion'*^' zweiter Ordnung 
mit dem Zentrum A; ebenso die Punktpaare, die mit B^ 
ein Tripel bilden, eine kmmme Inrolation mit dem Zentrum 
B a. 8. w. Da die Involntionazentren AB .. in einer Ge- 
rade liegen, bo sind die durch sie bestimmten krummen In- 
Tolntionen komponierende einer und derselben resnltieren- 
den'"*'"', der durch den Pol P von p bestimmten krummen 
Involution. Diese Eigenschaft benutzen wir, um unsere bis- 
herige Konstruktion von der Knrve p^ loszulösen und sie 
auf ein beliebiges einförmiges Gebilde zu übertragen 
(vergl. 158). Da die Gerade p durch ihren Pol P bestimmt 
ist und dieser durch die von ihm induzierte kmmme In- 
volution"", 80 sehen wir iu dem einförmigen Gebilde, in 
dem wir eine Involution dritter Ordnung konstruieren wollen, 
eine Involution zweiter Ordnung als gegeben an, die wir die 
Hauptinvolution der gesuchten Involution dritter Ordnung 
nennen wollen. Weisen wir dann dem beliebigen Elemente 
A eine Involution zu, die nur der Bedingong genügt, eine 
komponierende der Hanptinvolution zu sein, so ist die In- 
volution dritter Ordnung bestimmt. Da eine komponierende 
der Hauptinvolution durch ein Funktpaar bestimmt ist*'^""' 
lind dies mit dem Elemente A ein Tripel bildet, so haben 
wir den 

2. Lehrsatz : Eine Involution dritte Ordnung ist durch 
Utre Hauptinvolution und ein Tripel bestimmt. 

209. Darstellung einer Involution dritter Ordnung:, a. 
Ist die Hauptinvolution durch den Wurf i?, £, . f\ G^ und 
ein Tripel durch die Elemente ^^-B^C^ gegeben, so ist die 
Involution dritter Ordnung bestimmtl'"^. Sie kann also 
durch sieben Elemente dargestellt werden. Durch passende 
Wahl läfst sich die Zahl auf vier verringern. Ist B^ das 
dem Elemente A^ in der Hauptinvolution zugeordnete, und 
C, das Element, das A^ und B^ zu einem Tripel ergänzt, 
75, aber das Element, das C, in der Hauptinvolution homolog 
ist, so ist die Hanptinvolntion durch A^ B^ . C^ D, und das 
Tripel durch A^ B, C, dargestellt. Es läfst sich daher jede 
Involution dritter Ordnung auch durch vier Elemente dar- 
stellen. 

Ftlr eine Kurve p°- würden wir also eine Involution 
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dritter Ordnung vermittelst des Karveimereeka A^ S, C, P^ 
darstellen kOnnen. Der eine Diagonalpunkt F, der Schnitt- 
punkt von A^ B^ und C, i?^, ist das Zentrum der Hanpt- 
Involution; der zweite Diagonalptmkt, der Schnittpunkt A 
von Aj J9j nnd B^ C, , ist daa Zentrum der dem Punkte A^ 
zugewiesenen Involution nnd der dritte Diagonalpnnkt, der 
Schnittpunkt B von AA)^ und 5, D^, das dem Punkte B^ 
zugewiesene Zentrum B\ die Verbindungslinie AB ist dem- 
nach die Gerade p. 

n 210. Ordnunarselement und OrdnungsloTolution. 
Weil sich alle Sätze über projektive Verwandtschaft durch 
Projektion von einem einförmigen Gebilde auf jedes andere 
tibertragen lassen {vergl. 160 A), so werden wir uneem 
folgenden Betrachtungen als Träger immer eine Knrve p^ 
zu Grunde legen. Für diesen Fall isti*'''''' die Involution 
dritter Ordnung konstruiert, wenn wir p und zu einem 
Pnnkte -d, von ji' den homologen A von p gezeichnet 
haben. — Hat ein Punkt K^ von p* die besondere Lage, 
dafs seine Tangente durch den homologen Punkt K von p 
geht, so giebt es unter den Punktpaaren B^C^, die mit K 
in einer Gerade liegen, also mit Ä", ein Tripel^'"*'' bilden^ 
eins von besonderer Wichtigkeit. Fällt nämlich S, in K^, 
so fällt auch C, in K^. Es giebt daher in diesem Falle 
ein Tripel, dessen Elemente in A^ zusammenfallen. 

1, Definition: Ein Tripel, dessen Elemente ziuammen- 
fallen, hei/st ein Ordnungselement der Involution dritter 



Die involutorische Beziehung der Kurve p* und der 
Gerade p sei durch die homologen Punkte A und A^ be- 
stimmt. Ist nun a eine beliebige Tangente von p*, so wird 
X von dem krummen BUschel der Tangenten in den Kurven- 
punkten A^B^ . . in einer projektiven Panktreihel'"'> AB.. 
geschnitten, die auch projektiv ist'''*' zu der geraden Punkt- 
reihe AB... Giebt es nun drei Paukte K^ K K, die in 
einer Gerade liegen, so ist, weil fi', K die Tangente in K^ 
ist, K^ ein Ordnungspunkt. Da die Verbindungelinien A A, 
SB., eine Kurve x'^ umhüllen"^', diese aber mit p' die 
Tangente x gemeinsam hat, so habeu p^ nnd x^ noch eine 
Tangente k und eine konjugierte Strahleninvolution </* ge- 
meinsam'"'"'. Der Funkt K^, in dem k die Kurve p^ be- 
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rührt, iet ein Ordnangspuakt, nnd wenn die gemeinsame 
Strahleninvoktion J^ die OrdnaogsstraLlen l nnd m hat, so 
sind die Punkte X, und J/^, in denen l und ?7i die Knrre 
p^ berühren, ebenfalls Ordnuugspunkte, Wir nennen daher 
die Strahleninvolution J' die Ordnungsinvoluticn unserer In- 
volution dritter Ordnung. 

2. Eine Involution dritter Ordnung /uit stets ein 
Ordnungselemetit U7id eine Ordnungeinvolution zToeiter 
Ordnung. 
Zusatz. Als besonderer Fall von 208^ ergiebt sich: z 

Eine Involution dritter Ordnung ist dnreh ihre 
Hauptlnrolution and ein Ordnnngselement bestimmt. 

211. Bestlmmungsstücke einer InvolutJOD dritter ait 
Ordnung:. 

1. Eine Involution dritter Ordnung ist bestimmt durch 
ein Tripel und durch die einem beliebigen Elemente zu- 
gewiesene Involution zweiter Ordnung. 

Ist dem Punkte Ä^ (Fig. 132) tod p- die krumme In- 
volution [.d]ii*») zugewiesen, und ist anfserdem das Tripel 
B^ Sj B^ gegeben, so kann man die dem Puskte S, zu- 
zuweisende Involution B^ finden. Entspricht nämlich in der 
Involution [Ä] dem Punkte B^ der Punkt X,, so ist der 
Schnittpunkt B von A^ X, und 5, B^ das Zentrum der dem 
Punkte Bj^ zuzuweisenden Involution. Da der Pol der Ver- 
bindungslinie A B die Hauptinvolution liefert, so ist die In- 
volution dritter Ordnung bestimmt'^***'. — 

2. Eine InvolvMon dritter Ordnung ist durch drei 
Tripel bestimmt. 

Die drei gegebenen Tripel seien A,A^Ag, B^B^B^, 
C^C^Cg. Wir stellen uns zunächst nur die Aufgabe, eine 
Involution dritter Ordnung herzustellen, von der J, A^ Ag 
und B^B^Bg (Mg. 132) zwei Tripel sind. Wir können 
dann noch als Zentrum der dem Punkte A^ zuzuweisenden 
Involution zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt A von 
A^ Ag wählen. Dadurch ist, wie wir eben sahen, die dem 
Punkte Sj zuzuweisende Involution B bestimmt: Wir haben 
den Punkt X^, in welchem AB, die Kurve schneidet, aus 
-lij auf Sj Bg zu projizieren ; die so gewonnene Grerade 
A B=:x bestimmt mit p^ eine Involution dritter Ordnung,. 
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von der A^Ä^Ä^ imd B^B^B^ zwei Tripel sind. Bewegt 
sich nun ^ in ^ A^, bo ist'" *' 

B beschreibt alao die projektive Punktreihe B^B^, die 
Gerade ÄB=x also eiuen krummen StrablenbSsehel x'^. 
Fällt A, und mithin auch X,, in A^, 
so fällt X in A^A^; Mit A in .43, 
so fällt X in -i^^^,. Da anfserdem 
der Träger A^A^ der von A he- 
schriebeoen Punktreihe ein Strahl des 
: Büschels ist, so sind die Seiten des 
Dreiecks Ä^ A^ Ä^ Strahlen des 
Büschels x^. 

Wiederholen wir unsere Be- 
trachtungen, indem wir Ton den 
beiden Tripeln A^ A^ A^ und C. C, C^ 
ausgehen, so ergiebt sich, dafs der 
■ von AC^y beschriebene Strablen- 
HirusT* bUachel zweiter Ordnung y*' ebenfolls 

die Seiten des Dreiecks A^ A^ A^ 
enthält. Die beiden Strahlenbttschel x^ und y^ haben also 
noch einen vierten Strahl p gemeinsam"'^''*; da in diesem 
X und y zosammenfallen, so erhalten wir durch p eine 
iDTolution dritter Ordnung, von welcher A^^A^A^, B^B^B^^, 
<7, C, Cg drei Tripel sind. — 

3. Eine Involution dritter Ordnung ist durch drei 
Ordnungselemente bestimmt 
Fallen die Punkte jedes der gegebenen Tripel zusammen, 
mit andern Worten, sind ans die OrdiungspunkteC'"'' A^ B^ C, 
gegeben, so läfat sieb die gesuchte Gerade p und mit ihr 
die Involution dritter Ordnung bequem konstruieren. In 
diesem Falle sind die Verbindungslinien jI, .d,, B^Bg, C^C^ 
die Tangenten in A^B^Cj. Bezeichnen wir die Punkte, in 
denen diese Tangenten von den Gegenseiten des Dreiecks 
A^ B^ C, geschnitten werden, durch A B T, so liegen ABT 
in der Pascalschen Gerade p<">. Fällt A bei seiner Be- 
wegung auf A^ A in A, so fällt X^ in C^ und B in B, die 
Pascaleche Gerade AB=^ gehört also dem von AB^x 
beschriebenen krummen Büschel an. Ebenso zeigt sieb, dafs 
sie dem von ÄC = y beschriebenen Büschel y* angehört, 
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alBo die gesochte gemeinsame Tangente von x* nnd y^ igt 
— ÄU8 der Konstruktion ergiebt sich noch: 

4. Die drei Ordnungselemente bilden ein Tripel der 
Involution dritter Ordnung. 

212. Konstruktion der Ordnungslnvolutlon. au 

Aufgabe: In einer Kurve zweiter Ordnung ist eine 
Involution dritter Ordnung durch i/ire HauptinvobiUon 
und ein Ordnungselement gegeben'-^'" ^>; man soll die 
Ordnungsinvolution konstruieren. 

Ist das Zentmm der in der Kurve gegebenen Haapt- 
involution P, bo mtlesen die Zentren der den Fnnkten Ton 
p' zugewiesenen Involutionen zweiter Ordnung in der Polare 
p von P liegen'^"*'. Ist der gegebene Ordnungspnnkt K., 
80 mufs die Tangente in ^ die Gerade p in dem zugeord- 
neten Involntionszentrum K schneiden. Die gesaehte Ord- 
nnngslnvolution finden wir nnn durch eine Wiederholung der 
Betrachtungen von Nr. 210j. Während wir aber dort uns 
mit dem Beweise begnügen nrnTsten, dafs ein Ordnungspunkt 
und eine Ordnungsinvolution existiert, kiJnnen wir jetzt, wo 
uns ein Ordnungspnnkt K^ gegeben ist, die gesuchte Ord- 
nimgsinvolation wirklich zeichnen. 

Die involntorische Verwandtschaft zwischen ^ nnd p 
ist durch die Zuweisnag von K^ nnd K bestimmt!""»^. Wir 
wählen also eine beliebige Tangente x von p^ und kon- 
struieren in dieser wieder wie in Kr. 210 eine zu den 
Punkten A^ B^C^ . . von p* und daher auch zu den Funkten 
ABC., von p projektive Punktreihe ABT... Durch 
passende Wahl der Tangente x nnn läfet sich diese Kon- 
struktion sehr vereinfachen. — Wir wählen als Tangente x 
die zweite von K anp^ gehende Tangente, deren Bertthmngs- 
ponkt L^ sein möge. Dadurch wird die projektive Beziehung 
von p und x zur Perspektiven; denn in dem Schnittponkte K 
von p und x sind zwei homologe Punkte der Punktreihen 
X nnd p vereinigt. Zeichnen wir''""«' den dem Punkte L^ 
{Fig. 133) in p homologen Punkt, so erhalten wir den Punkt 
L, in dem p von K^ L^, der Polare von Ä*™ ^'\ geschnitten 
wird. Weil die Verwandtschaft eine Perspektive ist, der 
krumme StrahlenbUschel <i^ also in zwei gerade Strahlen- 
bttsche] zerfällt, so mnfs das Zentrum der gesuchten Ordnungs- 
involutiou auf LL^ liegen; zu seiner Auffindung braucht 

BSg«r, Bban« Otomttrl« du !•■(•. 17 
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also nur noch ein Paai homolog:er Pnnkte von x und p be- 
stimmt zn werden. Ist A^ ein beliebiger Punkt ron p'*, bo 
finden wir^''"') den zugeordneten A von p vennittelBt des 
Ponktpaares K^ K (oder des Punktpa&res L^ L), indem wir 
A^ mit K verbinden und den zweiten Schnittpunkt B^ 
dieser Verbindungslinie und p* ans K^ auf p projizieren. 
Ziehen vir also noch die Tangente in A^, die x=^KL^ in 
A schneidet, so sind A und A zwei homologe Punkte von x 
und p, ihre Verbindungs- 
linie sehneidet daher Z, L 
in dem Zentrum J der 
gesuchten Ordnungsinvo- 
lution. 

Zusatz. Ziehen wir noch 
die Verbindongslinie ^A 
(Fig. 133) und nennen 
ihren zweiten Schnittounkt 
mit der Kurve C, so 
8ind<'W K^C.L^A^ vier 
barmo&ischeKurvenpunkte, 
folgUeh K^iK^C.LA^) 
vier harmonische Str^len. 
Diese schneiden dieOerade 
^ A in dem harmonischen 
Wurfe YA.JX. Pro- 
jizieren wir diesen wieder 
ansÄ'auf^.ijjSoergiebt 
sieh, dafs Aj L^.JJ^ vier 
harmonische Funkte sind. 
— Weil femer K,L .A^B vier harmonische Punkte 
sind«'««), so sind KjJK^Li.A^B^) vier harmonische Strahlen 
und folglich YJ. XA vier harmonische Punkte. Projizieren 
wir diese aQ8^anf£ij, so ergiebt sieh, dafe K^J.J^L 
ein harmonischer Warf ist. 

Da wir in den beiden harmonischen Warfen K^L^ . JJ^ 
und K.J.LJ^ die drei Pnnkte K^ L^ L als gegeben an- 
sehen können, so haben wir dnrch unsere Konstruktion die 
Angabe gelOst: 

1. Gegeben die drei Punkte K^ L. L; man soll zwei 
Punkte J and J, so bestimmen, dafs K^L^.JJ^ und 
K^J.LJ^ zwei harmonische Wörfe sind. — 
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Da diese Aufgabe (vgl. aaeh von Staudt: Beiträge zur 
Geometrie der Lage, Nr, 297) bei der Änfätellnng eines 
Folarfeldes dritter Ordnung von Mutzen sein wird, so mag 
hier nocb eine Bemerkung aogekotlpft werden, die sieb aus 
miserer EouBtroktion ergiebt. 

Halten wir die Punkte K^ mid Z^ feat, wälirend L eich 
auf K^ X, bewegt, bo kOnnen wir für jede Lage von L zur 
Konstruktion von J denselben Punkt A,, den wir beliebig 
angenommen batten, benutzen; es sind dann auch noch die 
Punkte A und B, fest. Während L sieh in K^L^ bewegt, 
bewegt sich Ä in K^B , und X in -ff^A, so dafs wir 
haben*"*': 

Z[K]^A [A] = X[iC\ = J, und J[A]Ä^, 
folglich J A'Ji'i 

in Worten: 

2. Die Ponktreiben J und J^ sind projektiv anf 
die Punktreibe L bezogen. — 

Schliefslich mag noch bemerkt werden, dafs der Satz 
eine Verallgemeinerung des Fascalschen für das Kurven- 
dreieck""> ist. Wenn i^mlich Jein hyperbolischer Pnnkt*""*^ 
ist, dessen Tangenten die Eorve in M. und K. berühren, so 
ist die Gerade v die Paecalsehe Gerade des Kurvendreieoks 

213. Eonstrnktlon Yon Involutionen dritter Ord- ^b 
Dung- dupch einen Büschel von Polarfeldem zweiter 
Ordnung:. Die Pole einer beliebigen Gerade e för die Polar- 
felder eines BOschels liegen in einer Kurve e^*, die wir""" die 
Polkurve der Gerade e genannt haben. In dieser Polkurve e* 
liegen auch die Punkte E^, die den Punkten E von e ab- 
solut konjugiert sind, nnd zwar sind die Pnnkte E^ projektiv 
anf die Punkte E bezogen"'*'. — Sind den Punkten C, Ä^ ö, 
(Fig. 134), in denen e die Träger ghu sehneidet, die Punkte 
C LH^ homolog, so finden wir den dem Pnnkte E von e absolnt 
koigagierten Punkt £',"*'■', indem wir den Punkt X, in dem 
C Ä von E ü geschnitten wird, aus (?, anf g und h nnd die 
erhaltenen Pimkte D und V aus A and C projizieren. Be- 
wegt sieh nun der Punkt E auf e, X also auf C L, D anf ^ 
und r auf A, so sehen wir: Wenn E der Reihe nach in 
C,, Ä^ und den Ponkt Aj fällt, in dem C^Ai von CL ge- 

17* 
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sehDitteD wird, so fällt E, der Keihe nach in C, f tmd den 
Punkt A, in dem sich C A^ and Ä C, aohneiden"*' ^>. Die 
projektive Verwandtacliaft zwisctieo der geraden Pnnktreihe 
E und der krummen Ponktreibe E^ ist äso bestimmt durch 
C, Äj A, ^ C A A. Da das Dreieck C A A perspektiv liegt zn 
den Piuikten C^ Aj A,, so sind die beiden projektiven Pnnkt- 
reihen in inrolntoriaeher Lage*^''. 



1. Jede gerade Pnnktreihe 
e ist involutorisch auf ihre 
Polknrve e,' bezogen, wenn 
man jedem Punkte E von e 
den ihm absolnt konjugierten 
Ponkt E^ von e,* zuordnet. 

Daraus folgt'^"''': 

2. Jede Gerade, wdche einen 
beliebten Punkt A von e mit 
einem beliebigen Punkte B^ von 
Cj^* verbindet, wird von, der Ver- 
bindungslinie der Iiomologen 
Punkte Aj UTid B in einem 
Punkte der Polkurve e^^ ge- 
schniüen. 

Diese Bemerkung wollen wir noch in einer etwas andern 
Form aussprechen, indem wir sie aus dem Hesseschen Satz''** 
ableiten und dadurch auf die Bedeutung dieses Satzes für 
die InvoIntioD dritter Ordnung hinweisen. Betrachten wir 



1. Jeder gerade Strahlen- 
bttschel E ist involutorisch 
auf seinen PolarenbUschel E,^ 
bezogen , wenn man j edem 
Strahle e von E den ihm ab- 
solut konjugierten Strahl e^ 
von Ej^^ zuordnet. 

2. Jeder I^inkt, in welc/tem 
ein beliebiger Stra/tl a von E 
einen beliebigen Strahl \ von 
Ej^ schneidet, liegt mit dem 
Schnittpunkte der homologen 
Strahlen a^ und b in einem 
Strahle des PolarenbüscItelsE.K 
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die absolut konjugierten Punkte AA^ und BB, als zwei 
Paar Gegenecken eines Vierseits, so ergiebt eich, dafe die 
Ecke, in der sieh die Seiten AB und A^^B^ dea Vierseits 
achneiden, absolut konjugiert ist ihrer Gegenecke, in der 
sieh A B und A. B achneiden : 



3. Sind a a^ und h b^ zwei 
Paar absolut konjugierte Ge- 
raden, BO ist anch die Verbin- 
dungslinie von a h und a^ *j 
der Verbindungalinie von ab^ 
und a^£ absolut konjugiert, — 

4. Ordnet man jedem StralUe 
e, von Ej^ die krumme Sirahlen- 
involution 2U, die die absolut 
konjugierte Gerade e als In- 
voluüonsaclise liat, m ist in E,' 
eine Involution dritter Ordnung 
konstruiert. — 



3. Sind AA^ und B B^ 
zwei Paar absolut konjugierte 
Punkte, 80 ist auch derSchnitt- 
punkt von A B und A^B^ dem 
Schnittpunkte von A B^ und 
A^ B absolut konjugiert. — 

Ferner ergiebt aichf^*"!: 

4. Ordnet man jedem Punkte 
Ej vim ej^ die lenimm^ Punkt- 
involution zu, die den absolut 
konjugierten Punkt E von e 
als Involutionszentrum, liat, so 
iet in Bj' eine Involution dritter 
Ordnung konstruiert. — 

Durch die krumme Involution dritter Ordnung in e^^ ist 
auch eine gerade Involution dritter Ordnung in e beatimmt ; 
denn die beiden Punktreihen e und e,' sind projektiv auf- 
einander bezogen. Diese gerade Punktinvolution dritter 
Ordnung von e wollen wir zeiclmen. — Weil zwei Paar 
Gegenaeiten dea Vierecks CLDV (Fig. 134) die Diagonale w 
in homologen Pnnktpaaren G H und G^ H^ der diagonalen 
Involution achneiden, so schneiden auch die Gegenseiten C V 
und A D die Diagonale w in zwei homologen Punkten G, und 
^^(MZ| Furda8Polarfeld((?Gi)i8t daher i?, der Pol vonÄii^i*.', 
femer C G, die Polare von C^ und A H^ die Polare von A^, 
der Schnittpunkt £j also der Pol von e. Ftlr das Polar- 
feld [G Gj) ist daher dem Punkte C^ der Punkt C konjugiert, 
in dem e von C G^ geschnitten wd, nnd dem Punkte A^ 
der Punkt Ä', in dem e von A H^ geschnitten wird, — Ver- 
binden wir nun den Punkt E von e mit dem Punkte C der 
Polkurve Cj', so wird diese Verbindungalinie, wie wir eben 
gesehen haben, von der Verbindungslinie der homologen 
Punkte Ej^ und C^ in dem Punkte C,' der Polkurve e^^ ge- 
schnitten, der dem Punkte O absolut konjugiert ist. Den 
Punkten C und C/ also, die mit E in einer Gerade liegen, 
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sind in e zwei Punkte C^ und O absolut konju^ert, die 
einander homolog sind für das Polarfeld {ff G.), d. h. für 
das Polarfeld, für welches E^ der Pol von e ist. Ebenso 
würde sieh ergeben, wenn wir den zweiten Schnittponkt 
von £& mit der Polknrre dnrcb A,' bezeichneten, dafs den 
Ponkten Ä und Ä,' in « die beiden Pnnkte Ä^ nnd &' ab- 
solut koiyngieTt sind, also zwei Pnnkte, die ebenfalls für 
das Polarfeld {G G^) einander konjugiert sind: 



5. Ordiiet man jedem Paukte 
E von e die Involution zv., 
welche dem PolarfeHe des 
Büacltds konjugiert ist, für 
weiche» der dem, Punkte E ab- 
solut konjugierte Punkt Ej der 
Pol von e m(, so erhäli man 
in e eine gerade Pimktinvolu- 
titm. dritter Ordnung. 



5. Ordnet man Jedem Stralde 
e von E die Involution zu, 
welche dem Polarfelde der Seltar 

konjugiert iet, für welches der 
dem StralUe e absolut kor^u- 
gierte Strahl e^ die Polare von 
E ist, so erliää man in E eine 
gerade Strahientnvoluiion dritter 
Ordnung. 



§ 19. Die a^jnngierten iDvolntionen, 

* 214. EFwelterung* des Begriffs der konjugierten 

Punkte. Es seien e' und f^ irgend zwei einem Polarfelde 
A' konjugierte Involutionen; fassen wir diese Involutionen 
als zwei Gegenseiten""' anf, so erzengen sie in jeder 
Gerade a eine Hauptinvotution. Hat diese Hanptinyolntion, 
die dem Polarfelde k^ adjungiert istC**-', zwei Ordnung»- 
punkte, 80 sind diese zwei einander fttr k^ koiyugierte 
Punkte ('«>''. 

Diese Bemerkung fuhrt uns dazu, in der Hauptinrolution 
eine ähnliche Erweiterung des Begrifls der konjugierten 
Punkte zu sehen, wie wir sie in Nr. 93 durch die konjugierte 
Involution ftti den Begriff der Schnittpunkte einer Gerade 
mit der Kurve eingeführt haben. Diese Erweiterung hatte 
den grofsen Vorteil, dafs unsere Beweise dieselben waren 
ftlr die Greraden, die die Kurve schnitten, und ftlr solche, 
die sie nicht schnitten. Derselbe Vorteil, also die allgemeine 
Gültigkeit der Sätze, erg^ebt sich auch jetzt, wenn wir zwei 
koi\jn^erte Punkte durch eine Involution ersetzen. That- 
sächlich haben wir von dieser Erweiterung des BegriSs der 
konjugierten Punkte bereits mehrfeeh Gebrauch gemacht, 
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nämlich ttlierall da, wo wir von der adjangierten Involution 
gesprochen haben. An dieser Stelle sollen nun die bereits 
gemachten Bemerkungen im Znsammenhange wiederholt und 
durch einige bisher nicht ausgesprochene Sätze er^lnzt 
werden, 

1. Definition: Jede remitierende (oder, wo« dmselb» 
ist: jede komponierende) einer konjugierten Involution hei/at 
dem Polarfelde adjunfft&'^^'^^K 

2. IHe Ordnungaelemente einer adjungierien Involution 
Hnd dem Polarfelde Aon_/w^ieri(i*'i'. 

3. Die resultierende aus zwei einem Polarfelde 
adjungierten Involutionen, die denselben Träger haben, 
ist dem Polarfelde konjngiert"*". 

4. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde kon- 
jugiert, so ist jede ihnen zugeordnete"*** Haupt- 
involutiou dem Polarfelde a^ungiert""*"'. 

5. Sind swei Involutionen einem Polarfelde konjugiert, 
10 ist ihre diagonale Involution dem Polarfelde ad- 

215. Zusatz zum Lehrsatz des Desargmes. Die ai 
beiden konjugierten Involutionen «* und /*, die ein Polar- 
feld k^ in zwei beliebigen Trägern e und / induziert, wollen 
wir im folgenden der Ktlrste wegen ein Sehnenpaar des 
Polarfeldes nennen. (Für die konjugierten Strahleninvo- 
Intionen E* und F^, die den Punktinvolutionen «* und /* 
dual*" gegenttberatehen, steht kein dem Worte Sehne ent- 
sprechendes zur Verfügung; wir mUssen uns deswegen mit 
dem Worte „Pnnktpaar" behelfen.) Fassen wir wieder'^'*' 
dieses Sehnenpaar (ef) als ein Paar Gegenseiten im Sinne 
von Nr. 134 auf, so induzieren die Gegenseiten (ef) in 
jeder Gerade a eine Hauptiuvolution. Der Satz, der den Zu- 
sammenhang zwischen dieser Hauptinvolution and der dem 
Polarfelde konjugierten Involution von a ausspricht, ist der 
Lehrsatz des DesarguesC^^, den wir an dieser Stelle mit 
etwas veränderten Worten wiederholen: 

1. Jedes nPnnktpaar" eines 
Polarfeldes erzeug in t ' 



ipaar eines 
Polarfeldes erzeugt in einer 
beliebigen Gerade eine Haupt- 
punktinvolution, die dem Po- 
iarfelde adjungiert ist. 



beliebigen Punkte eine Haupt- 
strahleninvolntion , die dem 
Polarfelde adjungiert ist. 
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Wird die Gerade a von den Sehnen e nnd / in den 
Punkten £ nnd F geschnitten, so sind die Punkte E nnd F 
einander homolog in der Hanptinvolotiont''", welche e* und 
/* in o hestimmen. Da nun diese Hauptinvolution nach 
dem eben wiederholten Satze von Desargues eine kom- 
ponierende der konjugierten Involution von a ist, so ist sie 
dnrch das Pnnktpaar E ^ bestimmte*''. Je zwei Sehnen 
des Polarfeldes also, die a in denselben Punkten F und F 
schneiden wie die beiden Sehnen e und /, von denen wir 
ansgingen, erzeugen in a dieselbe Hauptinvolution wie e* 
und /*. Daraus ergiebt sich der Zusatz zum Desarguiscben 



2. Zwei Seh.nen'paare eine» 
Polarfelde» erzeugen in einer 
belieingen Gerade a dieselbe 
JSauptpunktinvolution, wenn die 
Träger des einen Paares die 
Gerade a in denselben Punkten 
schneiden, wie die Träger des 



2. Zwei „Punktpaare" eines 
Polarfeldes erzeugen in einem 
beliebigen Punkte A dieselbe 
HauptstraMeninvolution, wmn 
die Mittelpunkte des einen 
Paares aus A durch dies^en 
Strahlen projiziert werden wie 
die Mittelpunkte des andern. 
z Zusatz. Sind die beiden Sehnen hyperbolisch (haben 

die Involutionen e* und /* die Ordnungsponkte KK^ und 
LL^, so bestimmen sie ein Kurvenviereck KK^^ -^ A? 
dessen Gegenseiten die Gerade a in homologen Punkten der 
Hauptinvolution schneiden'^"*'. Für diesen besondem Fall 
heifst also onser Satz: 



Die Gegenseiten zweier Kar- 
renviere^e schneiden eine 
Gerade a in Punktpaaren 
einer und derselben Involu- 
tion, wenn zwei Gegenseiten 
des einen Vierecks die Ge- 
rade a in denselben beiden 
Punkten schneiden wie zwei 
Gegenseiten des andern Vier- 
ecks. — 



Die Gegeneoken zweier 
Knrvenvierseite werden ans 
einem Punkte Ä durch Strah- 
lenpaare einer und derselben 
Involution projiziert, wenn 
zwei Gegenecken des einen 
Vierseits aus dem Punkte Ä 
dnrch dieselben beiden Strah- 
len projiziert werden wie zwei 
Gegenecken des andern Vier- 



Schneidet die Viereoksseite Xi die Gerade a in dem 
Punkte A) ^^^ "^^m Punkte E, in dem a von KK^^e 
geschnitten wird, in der konjugierten Involution von a 
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homolog iat, bo mofs*'"'! die Gegenseite K^ i, die Grerade a 
in dem Funkte F^ schneiden"'^'', der dem Schnittpunkte .f 
von Xij^/and a in der konjugierten Involution von a 
homolog ist. Wir kommen also durch diese Spezialisierung 
auf den in Nr. 99^ bewiesenen Lebi^atz znrüek. Da wir 
auf diesen Lehrsatz die Analysis unserer Fundamentalkon- 
straktion'"*** stutzten, ao zeigt sieh, welcher Zusammen- 
hang zwischen unserer Fundamentalkonstraktion nnd dem 
Lehrsatz des Desargnes besteht. 

216. Besümmuns: des Polarfeldes duFch zwei kon- aia. 
jagierte und eine a^ung^erte Involution. 

Lehrsatz: Durch zwei konjugierte und eine adjuTtgierte 
Involvtimi ist ein Polarfetd bestimmt 
Beweis: Die beiden konjugierten Pnnktinvolutionen 
seien jr* und A^, die adjungierte Involution a*. Der durch 
ig h) bestimmte Bäsehel"'^i' induziert in a eine Hauptinvolu- 
tion. Diese Hauptinvolution können wir mit der in a ge- 
gebenen adjungierten Involution zu einer resultierenden zu- 
8ammensetzen<''ä) jgt j^ dieser resultierenden Involution 
dem Punkte A, in dem die Diagonale » von der Gerade a 
geschnitten wird, der Punkt A' von a homolog, so ist die 
Gerade A' U, welche den Punkt A' mit dem Diagoualpunkte 
U verbindet, die Polare'"^"' von A und schneidet die Dia- 
gonale in dem dem Punkte A konjugierten Punkte A^^. 
Durch das Punktpaar AA^ wird eine komponierende der 
diagonalen Involution bestimmtf"*'!. Entspricht in dieser 
dem Punkte G der Punkt Gj, so ist das durch die Zu- 
weisung (GGj) bestimmteC^^-' Polarfeld das gesuchte. 

217. Verallgremelnerung' des Hesseschen Satzes, sir 
Wir betrachten die Polarfelder, denen zwei gegebene Punkt- 
invointionen c/^ und A' adjungiert (nicht, wie bisher, konju- 
giert) sind. Jedes dieser Polarfelder t* erzeugt in den 
Tiilgern g und h konjugierte Involutionen, die nach der 
Definition'^'*'' komponierende der in ^ und h gegebenen 
adjungierten luvolationen sind. Entspricht in den gegebenen 
adjungierten Involutionen dem Schnittpunkte U (Fig. 13ö) 
der Träger in g der Punkt G und in h der Puijtt B, ao 
daTs <r^ die Diagonale u der gegebenen Involutionen ist, 

BO Bind für das beliebige Folarfeld k-, ftlr welches dem 
Punkte U ia g* der Punkt C und in A* der Punkt r 
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konjugiert Bei, aueti G C. und B V^ konjugierte Pankt- 
paare>'^'>; dae Polarfeld P gefaOrt also einem BUachel an, 
der bestimmt ist durch die konjugierte Involution ÜC.GC^ 
in g und durcli die koi\jugierte Inyolation UV.BV^ in h. 
FOr alle Polarfelder dieses BttBcheb ist CT die PoUure des 
Punktes 6'''»^ und die in G Ä" durch diesen Büschel be- 
stimmte Hanptinvolution ist gegeben""' durch das Pnnkt- 
paax GH und die Punkte A und 
B, in denen G H Tön der gemein- 
samen Polare C V und der G H 
zugeordneten Gerade Cj Tj ge- 
schnitten wird. Diese Haupt- 
Involution ist, wie wir sehen, 
identisch mit der diagonalen In- 
volution*'*'^, die den in g und A 

gegebenen adjungierten In- 
volutionen zugeordnet ist. Da nun 
diese Haaptinvolntion dem Polar- 
felde i* adjoDgiert ist^^'*-', so ist, mit andern Worten, die 
den gegebenen Involutionen g'^ und A* zugeordnete diagonale 
Involution OH. AB unaerm Polarfelde adjungiert. Jedem 
Polarfelde also, dem die gegebenen Involutionen ^' und A* 
adjungiert sind, ist auch die diagonale Involution m' adjungiert; 
Sind zwei Intxdutionen einem Polarfelde adjungiert, so 
ist auch Uire diagonale Involution dem Polarfelde adjungiert. 
K Zusatz. Haben die beiden Involutionen g'^ und Ä* 
Ordnungspunkte, so sind diese koi^ugierte Punkte des Polar- 
feldes'ä'*«'. Da in diesem Falle auch die diagonale Involu- 
tion Ordnnngspnnkte bat"'^<), so sind auch diese zwei kon- 
jugierte Punkte von k*. Unser Satz ist also"" *> eine 
Verallgemeinerung des HessesehenP*'. 

lä 218. Büschel adjungrieptep Involutionen. Ks sei i* 

ein Polarfeld, dem die Involution g- konjugiert und die In- 
volution d* adjungiert sei. Ist g^^ CC[ .ÜG, so erhalten 
wir durch die Zuweisung {C U) die komponierende Involution 
CU . C^ G"**'' von g*. Diese ist unsenn Polarfelde adjun- 
giert**^*'J, weil ihm ^* konjugiert ist. Aufserdem ist dem 
Polarfelde i* die Involution a* adjungiert. Mithin giebt es 
noch eine Involution, die A* adjunpert ist: die diagonale 
Involution von CU.C^G nnd a*!*»'». Ist C der Schnitt- 
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pnnkt der Träger g and a und die adjnngierte Involntion 
"* ^ C r . C r', eo ist r (7 die Diagonale der Gegenseiten 
Clf.Cj G and a*, und mitliin der Träger der uneerm Polar- 
felde adjungierten Involution, die beBtimmt ist*'"' durch das 
Fonktpaar ü V und die beiden Punkte f^ und H, in denen 
VU von O C^ und r' G geschnitten wird. Durchläuft ü 
den Träger g, so dafe uns durch CU .C^G die sämtlichen 
komponierenden Involntionen von g^ dargestellt werden*'**^, 
80 beschreibt r {ü] einen StrahlenbUschel erster Ordnong; 
in jedem Strahle Viü) dieses Bttschels liefert die diagonale 
Involution eine dem Polarfelde k^ adjungierte Involution. 
Da k^ ein beliebiges der Polarfelder ist, denen g'^ konju^ert 
und a' adjungiert ist, so haben wir den 

Lehrsatz: Alle Polarfelder, 



Lehrsatz : Alle Polarfelder, 
denen eine gegebene Strahlen- 
involntion ti^ konjugiert und 
eine zweite gegebene Strahlen- 
involution A^ adjnngiert ist, 
haben noch unendlich viele 
adjungierte Strahleninvoln- 
tlonen gemeinsam. Die Mittel- 
punkte dieser adjungierten 
Strahleninvolutionen bilden 
eine Pnnktreihe erster Ord- 
nung, deren Träger y der- 
jenige Strahl von A ist, der 
der Verbindungslinie c der 
Mittelpunkte G und A in 
der adjungierten Strahlenin- 
volntion A^ homolog ist. 
219. Dep Träger der zweiten konjugterten Involu- ei« 
tlon. Ein Polarfeld k^ induziert in jeder Gerade a eine 
konjngierte Involution**"; ein zweites Polarfeld /^' erzengt 
in der Gerade a ebenfalls eine koi^jngierte Involution; die 
ans diesen beiden konjugierten Invointionen resultierende 
ist den beiden Polarfeldem i^ und k^^ adjnngiert'*'*'!. Wenn 
die beiden konjugierten Involutionen von a nicht identisch 
sind, so ist die resultierende immer bestimmt*'*''. 

1. Lehreatz: Durch zwei 1 1. Lehrsatz: Dnzch zwei 
Polarfelder ist in jeder Ge- | Polarfelder ist in jedem 



denen eine gegebene Pnnkt- 
involution ^r* konjugiert und 
eine zweite gegebene Punkt- 
involution o' adjungiert ist, 
haben noch anendlich viele 
adjungierte Punktinvolutionen 
gemeinsam. Die Träger dieser 
adjongierten Punktinvolu- 
tioaen bilden einen Strahlen- 
bttBchel erster Ordnung, dessen 
Mittelpunkt f derjenige Punkt 
von a ist, der dem Schnitt- 
punkte C der Träger g und 
a in der ai^nngierten Pankt- 
involntion a^ homolog ist. 
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radf:, <Ji<? ■i»-fei d«- Träew 
niwT hnifm F^liifm ircwein- 
san kiHijii«jfTlea Pimktin- 
TohtiOD Ul öoe den bf iden 
Feldern jRiiH^iiisaiB adjno- 
jeierte PunktinrohitioD be- 



Piodde. d« awlR der Mittel- 
punkt einer beiden Feldern 

^vmäasam koDJn^erten 
SttaUeninTohitioD ist . eine 
den beiden Feldern ^«mön- 
sain adjmi^jerte Staahlenin- 
Tolntion bestimmt. 
Wir betrachten jetzt wieder, wie in Nr. 218. solche 
Polarfeldcr, die eine konjugierte Inrolation ^ und eine ad- 
jnn^erte Inrohition a- genieiasam ^ben. ^d i^ and it-^^ 
ii^end zwei dieser Felder^ so müssen ae. weO äe die kon- 
jo^erte Inrolntion ^ gemeinsam haben, noeh eine zweite 
Inrolntion A^ gemeinsam haben-''^'. Sie gehSrm also dem 
dnreh die Ge^eoseiteD ^ghl bestimmtoi Büschel tod Polar- 
feldem an. Da jede Banptinvohttion des Btisebels^'^*^ den 
beiden Polarfeldem k' nnd k^* adjon^ert ist, so moTs die 
Hanpünrolotion Ton a mit der g^ebenm sdjnngierten In- 
TOlntion a* zn«uiunen£allen; weil aber jede Gerade von ff 
und A in zwei homologen Punkten ihrer Haoptinrolntion 
geschnitten wird"^), so wird der TiSger a von ff nnd k in 
zwei homologen Punkten C nnd F der in a gegebenen ad- 
jnngierten Involution geschnitten. Sind «^ und a* gegeben, 
so ist damit der Schnittpunkt C von ff und a und dadurch 
auch der dem Paukte C homologe Punkt f von a^ gegeben. 
Die Gerade k geht also, welches Polarfeld wir auch wählen, 
immer durch den Punkt T: 

2. Haben zwei Polarfelder 
eine konjugierte Piaiktinvokition 
g^ und eilte adjungierte Punkt- 
invdviion s? gemeinsam ^ to 
geht der Träger h der zweiten 
gemeinsam konjuffierten Involu- 
tioti durch den Punkt V von 
a, der dem Schnittpunkte C 
von g und a in der geffebenen 
a^ngierten Involution a^ homo- 



2. Haben zwei Polarfelder 
eine konjugierte Strahleninvolu- 
tion & und eine adjungierte 
Strahlenirttxdwtion A^ gemein- 
»am, »o Hegt der Mittelpunkt 
H der zweiten gemeinsam kon- 
jugierten Invohiäon auf dem 
Strahle Y von A, der der Ver- 
bindungslinie c von G und Ä 
in der gegebenen adjungierten 
Involution A^ homolog ist. 

220. BeBtlmmong: eines Büschels von Polarfeldern 
durch eine konjugierte und zwei adjungierte Involu- 
tionen. Alle Polarfelder, die eine gemeinsam konjugierte 
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Involution g^ nnd eine gemeinsam adjungierte InToIution a^ 
haben, haben nach Nr. 218 in jedem Strahle des Punktes 
r, der dem Schnittpunkt C von g und a in a- homolog ist, 
eine gemeinsam adjungierte Involution. Wählen wir ant«r 
diesen Polarfeldem diejenigen ans, die überdies noch eine zweite 
adjungierte Involution 6^ gemeinsam haben, so gehören diese, 
wie wir zeigen wollen, einem Büschel von Polarfeldem an. 
Entspricht dem Schnittpunkte D (Fig. 136) der Träger 
g und h in der adjungierten Involution h^ der Punkt Ä, so 
ist die Verbindungslinie A der Punkte f und A der Träger 
einer allen Polarfeldem gemeinsam konjugierten Involution. 
Schneidet nämlich A den Träger g mV, va ist, wie wir<*'8) 
sahen, allen Polarfeldern, die die kon- 
jugierte Involution g' und die adjungierte 
Involution a^^ gemeinsam haben, in dem 
Träger A eine Involution adjuugiert, die 
bestimmt ist als diagonale Involution 
von CÜ .GjG und o^. Von ihr sind 
also U nnd r zwei homologe Punkte"^*-' ; 
in einem weitem Punktpaare wird V Ü 
geschnitten von den zwei Geraden, die 
Cj und G mit irgend zwei homologen 
Punkten von a^ verbinden*'**'. — Die 
in A liegende adjnngierte Involution für 
die Polarfelder, denen g^ konjugiert und 
b^ adjuugiert ist, ergiebt sich in ähn- 
licher Weise durch das Pnnktpaar f/Ä 
und die beiden Punkte, in denen A von zwei Geraden ge- 
ecbnitten wird, die D^ und G mit irgend - zwei einander 
homologen Punkten von b^ verbinden. Die Polarfelder also, 
denen g^ konjugiert, nnd a* und gleichzeitig b^ adjuugiert 
sind, haben in A zwei adjungierte Involutionen gemeinsam; 
die aus diesen adjungierten Involutionen resultierende ist 
daher allen Polarfeldem konjugiert**^*''. Weil der Inbegriff 
der Polarfelder, denen zwei gegebene Involutionen konjugiert 
sind, ein Büschel von Polarfeldem heifst*'^*'', so kijnnen wir 
das Ergebnis so aussprechen; 




1. Ihirch eine konjugierte 
nnd zwei adjungierte JPunkdn- 
volutioTien ist ein Büschel von 
Poh-Tfeldem bestimmt. 



1. Durch eine konjugierte 
und zwei adjungierte Strahlen- 
involutioTien ist eine Scliar von 
Polarfeldem bestimmt. 
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diesen zngeordneten Diagonale m in Cr -4 (Fig. 137) nnd von 
der Verbindungslinie der liomologen Pnnkte C^ und f, in 
A geschnitten, so ist CT .AA die Haaptinvolation von a('SB.)_ 
Vermittelst der (in der Figur nur zur Hälfte gezeichneten) 
Httlfskreise bestimmen wiri"''' die Ordnungapunkte £und £^ 
dieser Hanptinvolution. Da E der Pol von a ist**' ^, so ist 
Cj E die Polare von C und schneidet die Diagonale u*'*^ 
in dem Pole G^ von g. Wir erhalten daher***-* die Kurve, 
wenn wir die Involution g^ ans E und dem Punkte L 
projizieren, der von E durch ö, und C, harmonisch getrennt 




ist. — Für die Anaführuug der Konstruktion ist eine Be- 
nutzung der Figur 126 in Nr. 202 zu empfehlen; aus ihr 
ergiebt sich, nachdem E und E, gefunden sind, eine hin- 
reichend grofse Zahl von Bestimiiiungsstücken, um den Lauf 
der Kurve zu erkennen (vgl. Fig. 137). 
A Anmerkung. Für den Fall, dafs j^ und h^ Ordnungs- 

punkte haben, läfst sieh die AuJfgabe auch so tassen: 

Durch vier Punkte eine 1 Durch einen Punkt eine 
Kurve zu legen, die eine ge- Kurve zu legen, die vier ge- 
gebene Gerade berührt. | gebene Geraden berührt. 



§ 20. Zwei Polarfelder. Nr. ! 
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Zusatz,* z 

1. Aufgabe : Einen Kreis zu zeichnen, von dem eine kon- 
jugierte Punktiavoluiion, h' und eine Tangente a gegeben ist. 
Diese Aufgabe ist mit der eben gelösten identiscti, da 
ftlr den Kreis als weiteres Bestimmungsstllck: die zirkuläre 
Involntion der nneigentlicheD Crerade (die wir durch ^ be- 
zeichnen wollen) hinznkommtC"'''. Die Diagonale u ist jetzt 
(vgl. 132J das im FluchtponktC") B avf h errichtete Lot 
(Fig. 138). Bezeichnen wir wieder die Ponkte, in denen 
die gegebene Tangente a von gku geBchnitteä wird, du-ch 
CrA, so ist die Verbin- 
dungslinie der homologen 
Punkte Cj nnd f, das von ^ 
r, anf o gefäUte Lot(»'.>. ^ ' 
Nennen wir seinen Fufs- 




punkt A, so ist von der 

Hanptbvolntion Cr . AA 

der Punkt f der Fluchl^ 

ponkt, weil er dem un- 

eigentlichen Punkte C 

homolog ist. Wir kSnnen "" ""' 

daher die Ordnungspunkte E and E^ auch nach Nr. 138 

finden, indem wir die mittlere Proportionale zn f A und 

r A zeichnen. Die Gerade, welche E mit C, verbindet, d. h. 

das in E auf der Tangeute a errichtete Lot, schneidet dann 

die Diagonale w im Pole Gj von g, d, h, im Mittelpunkte'"*"^ 

des gesuchten Kreises; der um G^ mit dem Radios G^ E 

geschlagene Kreis ist also der verlangte. 

2. Da .<4 A Tj fl (Fig. 138) die Ecken eines Kreisviereeks 
sind, so ist nach einem planimetrischen Satze V k.T Ä 
= r H, r Tj. Hat nun die gegebene Involution li? die Ord- 
nungspnnkte K und K^, so dafs HK^ — HK^ und 
HK^^HV .HV^ i8t(iM.>, so haben wir unter Berück- 
sichtigung des Vorzeichens^*": 

VkSA^VHSV^ = VH{rH-\-Hr^) = VH^-\-VH.Hr^ 

= VH^^HK^ = {VH-\- HK) {VH—HK) 

r=VK.{V H-\-BK^)=r K.V K^. 

Unsere Konstruktion f tlhrt also ftlr den besondem Fall, 
dals die Involution h^ die Ordnongspunkte K und K^ hat, 
auf die aas der Planimetrie bekannte LßBong der Aufgabe: 

Btsti, BImh Oamttil* dir Li«*. 18 
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Eiuea Kreis zu zeichnen, der durcli zwei gegebene Punkte 
K und E, geht nnd eine ge^bene Gerade a bertlhrt. 
IS 223. Die durch eine bonjoglerte PanktlnTOlDtion, 
eine konjaglerte Stralüenlnvolntlon und einen Ord- 

nimgtipimkt bestimmten Polapfelder. 

Aufgabe: Eine Kurve zu Aufgabe: Eitie Kurve zu 
zeichnen, mm der ein Punkt L, zeichn^i, von der eine Tangente 
eine konjugierte PunkünBolution 1, eine konjugierte StraMeninvo- 
g^ und «74« konjugierte Stra/i- huion Gr* und eine konjugierte 
leninvotution ©" gegeben ist. Punktinvohttion g' gegeben ist. 
Ist ftlr die gesuchte Kurve G, (Fig. 139) der Pol dea 
Tr&gera g und g die Polare des Mittelpunktes @ der ge- 
gebenen StrahleninvolutioD, so ist der Schoittpunkt U von 
g und g der Pol von G,®. Die Polare von U, also @ G^, 
mufs aber durch den dem Punkte U in g^ liomoiogen Punkt 
G gehen, und weil der Pol von © ( t^) = «^ in der Polare 
von U liegt, so mufs dem Strahle u^ der Strahl ® (G) = u 
in O* homolog sein. Daraus ergiebt sich, dafs wir in ^ 
ein Paar homologe Punkte UG so zu bestimmen haben, 
dafs ®{C/) nnd @(G) gleich- 
zeitig ein Paar homologe 
Strahlen uu^ von ©^ bilden. 
Wir haben daher die Punkt- 
involntion, welche die Strahlen- 
involution ®* in dem Träger g 
aasschneidet, mit der in ^ ge- 
gebenen konjugierten Ponkt- 
involution g^ zu einer re- 
sultierenden zusammen- 
zusetzen; die Ordnungspunkte 
Ü nnd G dieser resultierenden 
erfüllen die verlangte Be- 
"»■^'^ dingung("''t. Hat die re- 

sultierende keine Ordnnngspnnkte, so hat die Aufgabe keine 
LOsong. 

Nehmen wir an, U und G seien zwei Punkte der ver- 
langten Art, so dafs gleichzeitig U und G zwei homologe 
Punkte von jt* und &{G) = u und ®(t/) = M zwei homo- 
loge Strahlen von @* sind: dann mufs fttr die verlangte 
Kurve m die Polare von U oder m, die Polare von G sein. 
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Wir verfolgen den ersten Fall. Für die Knrve, für welche 
(^{G) = u (Fig. 139) die Polare von Ü ist, mnfs der von 
dem gegebenen Funkte L dnrcb U nnd u harmonisch ge- 
trennte Punkt i, ein zweiter Pnnkt sein. Unsere Knrve 
gehört dalier dem Büschel an, welches bestimmt ist durch 
die Involntion ^^ nnd die durch die Ordnongspunkte L und 
L^ in L U=h bestimmte Involntion A*. 

Für sämÜiehe Polarfelder dieses Büschels liegen die 
Pole irgend eines Strahles e von ® in einer Polknrve e,"('*^>. 
Schneidet diese den homologen Strahl e^ von @^ in £l nnd 
£,, so sind für die beiden Kurven des Büschels, ftlr welche 
E oder E^ der Pol von e ist, die Bedingungen der Aufgabe 
erfüUt. 

Als Strahl e von ® wählen wir die Verbindnngslinie 
® L, welche ^ in C schneiden möge. Ist dann C^ der dem 
Punkte C in ^ homologe Punkt, so liegen die Pole der 
Gerade e = CL in einer Polknrve, die bestimmt isti^'^z,) 
dnrch die drei Punkte C^L U und den Schnittpunkt ® der 
Tangenten in C^ und L. Schneidet der dem Strahle e in 
®ä homologe Strahl e. die Träger g und h nnd die Polare 
C^ £(^^> von ® m DLA, so ist die durch die Polknrve 
e,^ in e, bestimmte Involntion ® A.D Ä'*^''. In unserer Figur 
hat die Involution die Ordnungspnnkte £und £,. Wir haben 
also noch die Knrve zu zeichnen, für welche E (oder £,) 
der Pol von e ist; für diese ist die Polare von C die Ver- 
bindungslinie Cj E. Sehneidet diese die Gerade w in G^, 
so ist die durch die Zuweisung (G G^) bestimmte Knrve des 
Büschels {g h) die verlangte. — Die Aufgabe hat entweder 
keine, zwei oder vier Lösungen. 

Anmerkung. Für den Fall, dafs / Ordnungspunkte und 4 
W Ordnnngsstrahlen hat, läfst sich die Aufgabe auch so 
fassen: 

1. Durch drei Punkte eine | 1. Durch zwei Punkte eine 
Knrve zu legen, die zwei ge- Kurve zn legen, die drei ge- 
gebene Geraden berührt. — - | gebene Geraden berührt. — 

Für den besondem Fall, dafs die gegebene Strahlen- 
involntion zirkular^"^'^' ist, kann man die Aufgabe auch so 
fassen"*'^!' ; 

2. Eine Kurve zu zeichnen, 1 2. Eine Kurve za zeichnen, 
fHr die ein Punkt, eine | ftlr die eine Tangente, eine 

lö* 
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konjugierte PnnkttDTolation 1 koDJogierte PonktiiiToliitioii 
and ein BreonpQukt gegeben und ein Brennponkt gegeben 



ist 



IBt. 



z ZumUz.* 

1. Anfgabe: Einen Kreis zu zeichmn, von dem eine kon- 
juffierte Stra/tUtnnvolution OS* und ein Punkt L gegeben ist. 
Bezeichnen wir wieder<^^ '^^ die zirkuläre Involution der 
uneigentlichen Gerade durch g^, so sind, ■ wie wir bei der 
allgenjeinCD Lösung gesehen haben, zunächst die beiden 
homologen Strahlen von ®^ zu bestimmen, die die uneigent- 
licbe Gerade in zwei homologen Punkten der zirkulären In- 
volution schneiden, mit andern Worten: Es sind die beiden 





-ffX \ 






p^^^\ 


\ '■:; 


ö 


■^ 


^ Gl a 



homologen Strahlen von ®* zu bestimmen, die aufeinander 
senkrecht stehen. Diese beiden Strahlen, die immer vor- 
handen sind'"", bezeichnen wir durch u nnd u. (Fig. 140) 
und ihre uneigentlichen Punkte durch G und ü. Da ftlr 
den gesuchten Kreis u die Polare von 17 oder u^ die Polare 
von G sein mufs, so haben wir fHr den ersten Fall den 
von L durch ü und u harmonisch getrennten Punkt X,, 
für den zweiten den von L durch Q und u^ harmonisch 
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getrennten Pnnkt i, zn zeichnen, d. i., nach planimetriBchem 
Sprachgebrauch, die Gegenpunkte von L in Bezug auf u 
und M,. Wir verfolgen zunächst den ersten Fall, Schneidet 
die Gerade @ i ^= e die nneigentliche Gerade in C, ao geht 
das in L anf e errichtete Lot dorch C^, und die der Gerade 
« zugeordnete Polkurve e^ ist bestimmt durch die uneigeut- 
liehen Punkte Cj und ü, den eigentlichen Punkt L und den 
Schnittpunkt @ der Tangenten in L und C,. Schneidet nun 
der dem Strahle e in @^ homologe Strahl e^ die Seiten des 
Knrvendreiecks LCJJ vs^ ÄDL, so ist ® ^ . ÖÄ die von 
e^ in ti, bestimmte konjugierte Livolation. Es ergiebt sich 
fUr den zweiten Fall, wenn wir noch den Schnittpunkt von 
Xij und c, dnrch A' bezeichnen, dafs die Polkurve e^" in 
«j die konjugierte Involution %Ä.D bi bestimmt Da nun 
® ^ . A A' ein elliptischer Wurff'"^ und I> der uneigentliche 
Punkt ist, so ist einer von den beiden Würfen % A.D tt 
und %Ä.Dt^ elliptisch, der andere hyperbolisch; unsere 
Aufgabe hat also stets zwei Lösungen. Ist, wie in unserer 
Figur, % A.D L der hyperbolische Warf, so lassen sich die 
Ordnungspnnkte E und E^ finden, indem wir die mittlere 
Proportionale zu i .d und i ® zeichnen. Das von E (oder E^ 
auf e gefönte Lot trifit dann, weil es die Polare des (un- 
eigentlichen) Punktes C Ist, u in dem Mittelpunkte Q^ 
(oder ff,') des gesuchten Kreises. — 

2. Hat die Strahleninvolution %^ die Ordnungsstrahlen k 
und A, (Fig. 140), so sind die homologen Strahlen u und u^, 
welche aufeinander senkrecht stehen, die Halbierungslinien 
der von k und k. gebildeten Winkel'"* ^''. Wählt man in 
diesem Falle zur Bestimmung des Fnnktes E nicht den Strahl 
® (X) ^ e und seinen homologen «,, sondern einen Ordnungs- 
strahl z. B. A, welcher Ij L^ und die uneigentliche Gerade 
in B und B schneiden möge, so hat man von dem Punkte 
Bj, der von B durch L und i, harmonisch getrennt ist, 
auf k das Lot Bj A' zu fällen, um die der Polkurve kon- 
jugierte""" Hauptinvolution"*** % A' . BB zu erhalten. Um 
die Ordnungspnnkte dieser Involution zu finden, hat man, 
weil B der fluehtpunkt ist, die mittlere Proportionale von 
B @ ond B A zu zeichnen. Auf dieselbe Weise wie in 
Nr. 222 Zj läfst sieh zeigen, dafs diese identisch ist mit 
der mittleren Proportionale von B L und B X,, so dafs wir 
, auch hier zu der aus der Planimetrie bekannten LOsuug der 
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sammenfalleii. — Die Polaien des Ponktes 'S (Fig. 142), in 
dem e von u geschnitten wird, gehen beide dnrch U; S i«t 
daher dem Pimkte U ftlr A^* nnd k^^ konjugiert; ebenso 
ist dem Schnittpunkte M von e und / für beide Felder der 
Punkt M^ koDJugiertj wir können daher''*' noch zwei Punkte 
finden, die einander für beide Felder 
~ konjugiert Bind: Der Schnittpunkt X 

von e = MS nnd 3/, U ist dem 
Schnittpunkte Xj von M U und M^ S 
konjugiert Die Polare des Punktes 
X für Aj* ist daher die Gerade, 
■ welche den Pol E^ von e ftlr A^* mit 
Xj verbindet. Schneidet diese Polare 
die (rerade u in Y, so ist die Polare 
von y die Verbindungslinie X ü, 
welche u in dem dem Punkte Y für 
Jtj* konjugierten Punkte Z schneidet. Femer ist für /^* die 
Polare des Punktes <S, des Schnittpunktes von e und u, die 
Verbindungslinie E^ i/, die w in dem dem Punkte S ftlr A^* 
koiyu^erten Punkte T schneidet Die durch k^^ in w in- 
dozierte koi^ngierte Involution ist also S T.YZ. Dies sind 
aber die Punkte, in denen zwei Paar Gregenseiten des Vier- 
ecks U jtfj Xj E^ der Kurve e^ * die Gerade m schneiden. 
Die dem Polarfelde i^* in h konjugierte Involution ist 
(J8q(i69,) flej Knrve e,* adjnngiert. In derselben Weise läfst 
sich zeigen, dafs auch die dem Folarfejde k^* in der Haupt- 
gerade u konjugierte Involution der Kurve e * adjungiert 
ist. Die der Kurve e, " in i* konjugierte Involution ist da- 
her<*'*'' die resultierende aus den beiden Involutionen, welche 
den Polarfeldem k, * und t, * in u koqjugiert sind. Da diese 
resultierende Involution von der Wahl der Gerade e un- 
abhüngig ist, so ist sie dieselbe für alle Kurven e^^\ 



1. Die gemeinsam adjun- 
gierte Punktinvolution, welche 
die beiden Polarfelder k* 
und ftj* in der Hanptgerade 
M bestimmen'*^**, ist jeder 
Kurve «,* konjugiert, welche 
die den Punkten A einer 
beliebigen Gerade * für beide 
Polarfelder gemeinsam kon- 



1. Die gemeinsam adjnn- 

gierte Strahleninvolution, 
welche die beiden Polarfelder 
k^^ nnd Ag* in dem Haupt- 
punkte U bestimmen, ist 
jedem kmmmen Strahlen- 
büschel E^^ konjugiert, wel- 
cher die den Strahlen a eines 
beliebigen Punktes E für 
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jngierten Punkte A^ ent- 1 beide Polwfelder gemeinBam 
MU. — konjn^erteu Strahlen a^ ent- 

I hält. — 
Da jede Gerade e die Haaptgerade u schneidet und die 
Polaren dieses Schnittpunktes fflr ij* und ig* beide durch 
den Pol U von u gehen, so sehneiden sich sämtliche Kurven 
in U. Hieraus ergiebt sieh in Verbindung mit Nr. 224: 



2. Die Punkte Aj, welelie 
den Punkten A einer beliebigem 
Gerade e für zwei Polarfdäer 
kj' und kj* gemeimam' kon- 
jugiert sind, liegen in einer 
Kurve e, *, die bestimmt ist 
durch den Hauptpunkt U und 
diejenigen Involutionen der Ge- 
rade e und der Haiiptgerade 
a, welche den beiden Polar- 
feldern k^* und kj* gemeinsam 
adjungiert sind. 



Die Geraden a,, welche 
den Slra/den a eines l 
Punktes E för zwei Polar/ 
kj* und kg* gemeinsam konju- 
giert sind, bilden einen krummen 
Strahlenbüschel Ej ', der be- 
stimmt ist durch die Gerade 
u und diejenigen Involutionen 
des Punktes E und des Haupt- 
punktes U, welche den beiden 
Polarfeldem kj* und kg* ge- 
adjungiert sind. 



Zusatz. Hat die den beiden Polarfeldem h^* und A^^z 
gemeinsam adjangierte InvolutioQ der Hanptgeiade « die 
Ordnungspunkte V und W, so gehen nach dem eben be- 
wiesenen Satze sämtliche Kurven e^* durch V nnd TT; 
gleichzeitig sind V und W einander sovrolil für i. ' wie 
für /-g" konjugiert" "'-1. Die Polaren von T und H' fttr 
beide Polarfelder fallen daher ebenfalls zusammen und zwar 
in v = UW und w = UV. 



Bestimmen zwei Polarfelder 
)t, * and k^ * drei Hauptpunkte, 
so sind diese die Ecken eines 
beiden Polarfeldem gemein- 
samen Poldreiecks"**"*. 



Bestimmen zwei Polarfelder 

ij * und Ag * drei Hanptgeraden, 
so sind diese die Seiten eines 
beiden Polarfeldern gemein- 
samen Poldreiecks. 



227. Die komponleFenden Strahlenlnvolutlonen der e« 
Hauptpunkte. Projiziert man ans dem Hauptpunkte V die 
den beiden Polarfeldem A^* nnd ig* gemeinBam adjungierten 
Involutionen von e und m, so erhält man in U zwei Strahlen- 
involntionen, die sich zu einer resultierenden zusammensetzen. 
Diese resultierende Strahleninvolution von U schneidet, weil 
die adjungierten Involationen von e und w der Kurve «," 
konjugiert sind'"*"*, die Kurve e,* in Pnnktpaaren einer 
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krammeti Involation, deren Zentram der Schnittpunkt S 
(Fig. 142) von e und u isti'^^'. Von dieser kmmmen In- 
volution haben wir in Nr. 226 das Ponktpaar 3/, X^ ge- 
zeichnet; die resultierende Involution von U kann also als 
bestimmt"*^'' angesehen werden durch die homologen Strahlen 
Ü{X^)M und UM, und durch die Bedingung, dafs sie 
eine komponierende ist der Involution, durch welche die 
adjungierte Involution der Hauptgerade m aus U projiziert 
wird. Ist nun / eine zweite Gerade, die e in ^ schneidet, 
so ergiebt sich durch eine Wiederholung der eben angestellten 
Betrachtungen, dafs die Strahleninvßlutionen, durch welche 
die adjungierten Involutionen von m und / aus U projiziert 
werden, sich zu einer resaltierenden zusammensetzen, von 
der UM und U M, ebenfalls zwei homologe Strahlen sind 
und die die Hauptgerade u in einer komponierenden der 
in ihr liegenden adjungierten Involution schneidet. 

Die adjungierten Involutionen von f und m erzeugen 
also in U dieselbe*'^'''' resultierende Involution wie die 
adjungierten Involutionen von e und m; mit andern Worten: 
Die drei adjungierten Involutionen von uef werden 
aus dem Hauptpunkte U durch komponierende Strahlen- 
involationen projiziert. Da/ als beliebige Gerade eingeführt 
wurde'^^"', so ist damit bewiesen, dafs die den Polarfeldem 
Ä^* und k^^ gemeinsam adjungierten Involutionen sämtlicher 
Geraden aus dem Hauptpunkte U durch komponierende 
Strahleninvolutionen projiziert werden. Für den Fall, dafs 
die adjungierte Involution der Hauptgerade w die Ordnungs- 
pnnkte V und W hat, läfst sieh an die Stelle von U jeder 
der Hauptpunkte V und W setzen. Wir haben daher den 



Lehrsatz: Die sämtlichen 
Punktiuvolutionen , welche 
zwei Polarfeldem k, ^ und 
k^ * gemeinsam adjungiert sind, 
werden ans jedem Haupt- 
punkte durch komponierende 
ätrahleninvolutionen proji- 
ziert. 



Lehrsatz: Die sämtlichen 
Strahleninvolutionen, welche 
zwei Polarfeldem k,'' und 
/:, ^ gemeinsam adjungiert sind, 
werden durch jede Haupt- 
gerade in komponierenden 
Punktinvolutionen geschnitten. 



IS 228. Die Ordnui^ssti-ahlen eines Hauptpunktes. 
Die komponierenden Strahleninvolutionen, durch welche die 
beiden Feldern gemeinsam adjungierten Involutionen aus 
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dem Hauptpunkte U projiziert werden^*", setzen sich zu 
einer resaltiereuden zusammen, die wir die Haupünwlutian 
von ü nennen wollen. Nnn sind die Ordnnngspunkte der 
adjungierten Involutionen einander für k^^ ßowohl wie für 
ij* konjagiertl'^'*«', nnd da sie aus U durch zwei homologe 
Strahlen der Hauptinvolation projiziert werden, so liegen 
die Punkte A^^, die den Punkten Ä eines Strahles « von 
ü gleichzeitig für k^- nnd k^^ konjugiert sind, in einem 
homologen Strahle a^ der Hauptinvolution von ü. Hat also 
die Hauptinvolation von U zwei Ordnungastrahlen g und A, 
so sind den Punkten A von g (oder A) die Punkte A^ von 
g (oder A) für beide Felder konjugiert, d. h. jede der Ge- 
raden g nnd h ist Träger einer den beiden Feldern gemein- 
sam konjugierten Involution. Die resultierende Haupt- 
involution liefs siehl^*" als bestimmt ansehen durch das 
Strahlenpaar U{MM^) und durch die Bedingung, dafs die 
durch die adjungierte Involution von w in (7 induzierte 
Strahleninvolution eine komponierende von ihr war. Ist 
nun diese komponierende elliptisch, so hat die Hanptinvolu- 
tion von ü zwei Ordnungsstrahlen g und AH^'-'. Hat aber 
die komponierende Involution Ordnungsstrahlen, die adjun- 
gierte Involution von u also die Ordnnngspunkte V und W, 
80 hat die Hauptinvolution von U nicht immer Ordnungs- 
strahlen. In diesem Falle sind Ü{V) und U{W) zwei 
homologe Strahlen der Hauptinvolution von {/(""i), so dafs 
sie bestimmt ist durch U(V W .MM^). Da von den Punkten 
V und W dasselbe gilt wie von £/<^^^ '^i, so ist die Haupt- 
invölution von F bestimmt durch V{WU.MM^), die von 
W durch W{Ü V .M Mj). Von den drei Involutionen 
Ü{VW.MM^), V{WU.MM^), W{UV.MM^), welche 
die Punkte M und M^ in den Ecken des Dreiseits uvio 
bestimmen, hat aber mindestens eine Ordnungsstrahlen <"'•>. 
1. Lehrsatz: Zwei Polar- 1. Lehrsatz: Zwei Polar- 

feJder haben stets zwei konju- felder /iahen stets zwei konju- 
gierte Punktinvoluüonen gemein- gierte Strahleninvolutionen ge- 



Sehen vrir die beiden konjugierten Punktinvolutionen, 
die die Polarfelder k^'^ und A^* gemeinsam haben, als Gegen- 
seiten an, so können wir, weil zwei Gegenseiten einen 
Büschel von Polarfeldem beetimmen'"*'*, unsem Satz auch 
so aussprechen; 
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2. Dnrch zwei Polarfelder | 2. Dnrch zwei Polarfelder 
ist ein BUscbel von Polar- ist eine Schar von Polar- 
feldem bestimmt. | feldem bestimmt. 

z Zusatz. Sind drei Hauptponkte UVW vorhanden nnd 
hat jede Hanptinvolation dieser drei Punkte Ordnangsstrahlen, 
so bilden diese sechs Ordonngsstrahlen die Gegenseiteii 
eines Vierecks"""'. Da, wie wir eben sahen, jeder 
Ordnangestrahl eines Hanptpunlttes der Trä^r einer beiden 
Feldem gemeinsam konjugierten Involatioa ist, so mnfs der 
Schnittpunkt z. B. eines Ordnnngsstrahlea von U nnd eines 
Ordnnngsstrahles von V ein sich selbst konjugierter Punkt 
sein ; die Ecken des Vierecks sind also Ordnungspunkte der 
in den Seiten liegenden Inrolutionen. Die Ordnungskorren 
der Pßlarfelder k^^ und h^'^ haben daher in diesem Falle 
vier Punkte gemeinsam. 

» 229. Die zwei Polarfeldera gemeinsamen Strahlen- 
Involntionen. Dafs zwei Polarfelder stets zwei konjugierte 
Strahleninvolutionen gemeinsam haben, soll, obgleich esl^^^>' 
bereits ausgesprochen ist, noch einmal durch eine Fortsetzung 
der bisherigen Betrachtungen gezeigt werden, damit der Zü- 
saTomenbaDg zwischen den konjugierten Punkt- und Strahleu- 
involutionen hervortritt — Die Polare eines beliebigen 
Punktes P für A * sei pj, fUr A,* p^, der Schnittpunkt von 
p, und p, sei P^. Zu jedem Strahle a von P gehört ein 
Punkt A^ von p^ als Pol für ij" und ein Punkt A^ von 
pj als Pol fUr i^^. Dreht sich a um P, so beschreiben A^ 
und A^ zwei zu a und daher zu einander projektive Punkt- 
reihen; die Verbindungslinie .^^^j ^ttj, die dem Strahle a 
für beide Polarfelder konjugierte Gerade, beschreibt daher 
einen Strahtenbttschel zweiter Ordnung P*. Zu diesem 
Strahlenbtlschel gehört auch die Hauptgerade ii; denn wenn 
a durch Ü geht, so fällt a^ in u. Die Geraden a und a^ 
erzeugen daher in u zwei projektive Punktreihen<^'. 

Die beiden Polarfelder k^^ und k^^, welche*--*'* einen 
Büschel {g h) bestimmen, seien in diesem Büschel durch die 
Zuweisungen {G- G^) und (G ö,) bestimmt'"*''. Geht dann 
a durch ffj und schneidet g und A in C und r, so ist der 
dem Punkte C \a g^ homologe Punkt Cj der Pol von 
a = P G, für k^. Der Pol für t,^ ist, wenn wir den dem 
Punkte r in A^ homologen Punkt durch f, und den dem 
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Punkte (?, in der diagonalen Inrolation homologfen Punkt 
durch H^ bezeichnen, der Schnittponkt TOn Cj G, und 
r,H,('»»«'. Der dem Strahle o = P G fllr beide Polarfelder 
gemeinsam ko^jn^erte Strahl a^ ist daher 0,<?,. In der- 
selben Weise ergiebt aich, dafa der dem Strahle P G^ f Ur 
beide Polarfelder gemeinsam konjngierte Strahl dnrch G^ 
geht. Die von den Strahlen a und «, in u beBchriebenen 
Pnnktreihen haben daher involntorische Lage*'^'. Da von 
dieser in u erzengten Involution auch die Punkte ff^ und ff„ 
die Pole von h für A,* und t,', zwei angeordnete Punkte 
sind, wie sich in derselben Weise ergeben wUrde, so ist die In- 
volntion bestimmt durch G^ ff, . R^ H^. Diese ist eine kom- 
ponierende der diagonalen Involution u* ^ G^H^. G^ B,('"'>. 
Liegt der Punkt P in der Hauptgerade u, so sehneiden 
sich seine Polaren p, und p, iu dem Hauptpunkte V und 
die beiden von Ä^ und A^ beschriebenen Punktreihen sind 
in perspektiver Lage, weil A^ und A^ gleichzeitig in ü 
fallen, nämlich dann, wenn a in u fällt Die kot^ngierte 
Ccerade a, beschreibt daher einen Strahlenbttschel erster 
Ordnung, dessen Mittelpunkt der dem Punkte P in der 
eben konstruierten Involation G^G^.H^H^ homologe sein 
mufs. Hat daher die Involution ffj ff, , H^ H^ Ordnungs- 
punkte, 80 ist jeder derselben Mittelpunkt einer den beiden 
Pcdarfeldem gemeinsam koiyugierten Strahle ninvolution. 
Weil die Involution ö, ff^ . H^ Ä aber, wie wir eben sahen, 
eine komponierende der diagonalen Involution u' ist, so hat 
sie zwei Ordnnngspnnkte ® und §''*'■', wenn m* keine hat. 
— Hat u* dagegen die Ordnnngspnnkte V und W, so braucht 
die Involution ff, ff, . H^ H^ keine zu haben"^*'. Dann aber 
sind auch v^W D und w =^ UV ebenso wie u Strahlen 
jedes krummen Büschels P^. Auf ihnen sehneiden daher 
auch die konjugierten Geraden a und a^ projektive Punkt- 
reihen ans, die in involutoriacher Lage siad, weil die Punkte 
W und U, D und V einander zweifach entsprechen. Die 
Geraden a und a bestimmen daher in den Seiten des Drei- 
ecks U V W Involutionen, deren Ordnungspunkte ® und § 
die Mittelpunkte der gesuchten gemeinsam konjugierten 
Strahleninvolutionen sind. Von diesen drei in den Seiten 
liegenden Involutionen hat aber immer mindestens eine 
Ordnungspunkte <""•>. Da die Ordnungspunkte der Involution 
G^G^.H^B^ einander homolog sind*'"'* in der den beiden 
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Polarfeldem gemeinsam adjungierten Involution der Haupt- 
gerade u, Bo haben wir den 



Lehreatz: Zwei 
Polarfelder k^^ und k^^ haben 
stets zwei konjugierte Strab- 
leninyolntioDen &' und B' 
nnd zwei konjagierte Punkt- 
involntionen 9^ und if gemein- 
sam. Die Mittelpunkte G und 
JI der Strafaleninvolationen 
sind die Ordnnngspunkte der 
resultierenden Involution einer 
Hauptgerade; die Träger j 
und ^ der Pnnktinvolntionen 
sind zwei homologe Strahlen 
der den beiden Polarfeldern 
gemeinsam adjnngierten In- 
volution eines Hauptpunktes. 



Lehrsatz: Zwei beliebige 
Polarfelder A,* und A3* haben 
stets zwei konjugierte Pnnkt- 
involntionen g' nnd h^ und 
zwei konjugierte Strablenin- 
volutionen (S* nnd §* gemein- 
sam. Die Träger g und h der 
Punktinvolutionen sind die 
Ordnungsstrahlen der resul- 
tierenden Involution eines 
Hauptpunktes; die Mittel- 
punkte @ nnd ^ der Strablen- 
involntionen sind zwei homo- 
loge Punkte der den beiden 
Polarfeldem gemeinsam ad- 
jnngierten Involution einer 
Hauptgerade. 

z Zmatz. Hat jede der drei in den Seiten liegenden In- 

volutionen Ordnongspunkte, so bilden diese die Gegeneeken 
eines Vierseits'"'"'. Da jeder Ordnnngspunkt der Mittelpunkt 
einer beiden Feldern gemeinsam konjugierten Strahleninvo- 
Intiou ist, 80 mufs die Verbindungslmie zweier Ordnungs- 
punkte eine sich selbst konjugierte Gerade sein. Die Ord- 
nungskurven der Polarfelder kj^ nnd A,* haben daher in 
diesem Falle vier gemeinsame Tangenten. 

« 230. VleF adjung-iepte Involutionen. Die Polarfelder, 
welchen vier gegebene Involutionen a' b^ c* (P adjnngiert 
sind, gehören, wie wir beweisen wollen, einem BUscbel von 
Polarfeldem an. — Wählen wir in dem Träger a irgend 
eine komponierende der gegebenen Involution a^, so be- 
stimmt diese als konjugierte Involution zusammen mit den 
adjnngierten Involutionen b^(^d^ ein Polarfeld ijäpao,)^ (jgm 
die Involutionen «^ b^ er' <P adjungiert sind. Wählen wir eine 
komponierende der Involution b^, so bestimmt diese als 
konjugierte Involution zusammen mit den adjnngierten In- 
volutionen a^ (? d^ ein Polarfeld k^^, dem ebenfalls die vier 
Involutionen a^i^ißd^ adjungiert sind. Diese beiden Polar- 
felder k^ nnd k^^ bestimmen einen Büsebel'^^^' , dessen 
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gämtliclien Polarfeldem die lovolntionen a^ Ifi (^d^ adJDngiert 
sind, weil sie zwei Polarfeldem (k,* and i^*) des Büschels 
acynDg^ert sind. 



1. Durch vier adjnngieite 
PnnktinTolutionen ist ein 
Bttschel von Polarfeldem be- 
stimmt. 

2. Durch ßlnf adjvn^erte 
Ptinktinvolutiotien ist ein Po- 
larfeld bestimmtf^^^l 



1. Durch vier adjungierte 
Strahlen involotionen ist eine 
Schar von Polarfeldem be- 
stimmt. 

2. Durch fünf adjungierte 
Strahleninvolutionen ist ein Po- 
larfeld bestimmt. 



Anmerkung. Haben alle Involntionen Ordnungspnnkte, a 
so heifst z. B. der letzte Satz: 

Dorcb fünf Paar konju- 1 Durch fünf Paar konjn- 
gierte Punkte ist ein Polar- gierte Strahlen ist ein Polar- 
feld bestimmt. | feld bestimmt. 

231. Inhalt des Boches. Die Bestimmung eines Polar- es 
feldes durch fUuf adjungierte Involutionen, die wir in der 
vorigen Nummer kennen lernten, ist die allgemeinste und 
bildet den SchluTs unserer Betrachtungen. Es bleibt nur 
noch Übrig, die in diesem Buche gegebene Darstellung kurz 
zu kennzeichnen und ihre Abweichung von der üblichen zn 
begrUnden. 

Wir begannen damit, vermittelst zweier Punkte P und 
Q die Punkte ihrer Verbindungslinie P Q einander zuzu- 
ordnen, indem wir zu jedem Punkte A den von ihm durch 
P und Q harmonisch getrennten Funkt A^ konstruierten. 
Den Inbegrifl" der auf solche Weise erhaltenen Punktpaare 
A Aj nannten wir eine Involution und die beiden Funkte P 
nnd Q, vermittelst deren wir die Punkte der Gerade P Q 
einander zugeordnet hatten, die Ordnnngspunkte. Wir stellten 
uns dann die umgekehrte Aufgabe: Aus den Punktpaaren AA^ 
die Ordnungspunkte P und Q zu finden. Wir sahen zu- 
nächst, dafs die Gesamtheit der Punktpaare A A^ durch 
zwei unter ihnen, die wir durch 5S, und CC, bezeichnen 
wollen, bestimmt ist, und femer, dafs nicht immer zwei 
Punkte P und Q existieren, dafs ihre Existenz vielmehr an 
die Bedingung geknüpft ist, dafs der Wurf SS^.CC, ein 
hyperbolischer ist'"*''. Eine solche Bedmgung nun ist fUr 
den Fortgang der Untersuchungen äufserst Ifistig. Ein Bei- 
spiel aus der Arithmetik wird dies deutlicher machen. 
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Durch die UmkehmDg des Addierens, dorcb das Sab- 
trahiereii, kommt man zntn Begriff der Differenz; diese 
existiert aber nur so lange, als der Minuend gröfser als der 
Snbtrabend ist. Um sich von dieser lästigen BediDgiing za 
befreien, fahrt man den Begriff der relativen Gröfsen ein. 
Durch das Dividieren, die Umkehnmg des Multiplizierens, 
kommt man zam Begriff der gebrochenen Zahlen and durch 
das Kadizieren, eine Umkehrung des Potenziereus, gelangt 
man, um sich von der Bedingung, dafs der Radikand 
positiv sein mnfs, zu he&eien, zur Einführung der imaginären 
GrOrsen. 

Man bat es nnn für vorteilhaft gehalten, sich in der 
Geometrie der Lage von der Bedingung, dafs der Wurf 
BB^.CC^ hyperbolisch sein mufs, dadurch zu befreien, 
dafs man imaginäre Ordnungspunkte einführte. Thatsächlich 
bringt aber die Einführung der imaginären Punkte keinen 
Gewinn, sie wirkt vielmehr nur störend. Während man 
nämlich in der Arithmetik den Vorteil hat, mit den neu ein- 
geführten Gröfsen mechanisch weiter rechnen zu können, 
ist man in der Geometrie der Lage gezwungen, in der Vor- 
stellang stets den Wurf, die beiden Funktpaare, durch die 
man die imaginären Punkte definiert, festzuhalten. Da also von 
einer mechanischen Handhabung des Begriffs der imaginären 
Punkte keine Rede sein kann, so wirkt es nur verwirrend, 
wenn man Sätze, die man durch Betrachtung des Wurfes 
gefiiuden bat, künstlich mit Hülfe des Wortes imaginär so 
in Worte kleidet, als ob es sich um ein Punktpaar handelte. 
Solehe Sätze lassen sich nicht mechanisch verwenden; man 
mufs sie vielmehr durch Rückübersetzung erst wieder in 
Einklang mit der Vorstellung bringen.' Deshalb haben wir 
in diesem Buche auf den Gebrauch des Wortes imaginär 
verzichtet. — 

Es genügt aber noch nicht, wie uns der Fortgang der 
Untersuchungen zeigte, das Funktpaar P Q, von dem wir 
ausgingen, durch deu Wurf BB^.CCj^ zu ersetzen. In 
diesem Wurfe mufsten wir nock wieder jedes Pnnktpaar, 
BBj sowohl vrie CCj, durch einen Wurf ersetzen. Dadurch 
kamen wir zum Begriff der komponierenden Involutionen, 
vermittelst deren wir die resultierende Involution darstellten. 
Diese letzte Verallgemeinerung, bei der wir, wie früher, «in 
Punktpaar durch zwei Pnnktpaare, einen Wurf durch zwei 
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Wurfe danitellten, führte uns zu den adjuD^erten Invola- 
tionen. Wir erkannten, A&h eine adjungierte Involution, 
wenn sie hyperbolisch ist, ein Paar konjugierte Funkte dar- 
stellte. In der adjnngierten Involntion haben wir also nach 
gewöhnlichem Sprachgebrauch das AGttel getxinden, ein Paar 
imaginäre konjugierte Punkte daiznstellen. 

Der Hauptsatz tlber die adjun^erten Involutionen war der 
verallgemeinerte Lehrsatz des Desargues*'**'', der die Grund- 
lage für die Lehre vom PolaxfeldbUschel bildet. Beim Polar- 
feldbüschel tritt bereits die Involution dritter Ordnung auf, 
die wir mit Hülfe der komponierenden Involntionen kon- 
struiertenfS '«i. Die Sätze, die von der Involution dritter 
Ordnung handeln, bereiten die Aufgabe vor: Ein Polarfeld 
dritter Ordnung zu konstruieren. Diese Aufgabe aber, deren 
Lösung sich auf die von uns in Nr. 217 gegebene Ver- 
allgemeinerung des Hesseschen Satzes stützt, geht über die 
Grenzen dieses Buches hinaus. 
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In einigen dieser Spiele dürlte jeder Leser alte Bekanote wieder 
eikennen. die ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinder- 
leicht wird indessen die Arbeit, wenn man den Weisungen des 
Verfassers folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht mit der 
Schilderung der Spiele und der Enthiillung ihrer Geheimnisse, sondern 
erteilt zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 

Der Name des Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, 
und somit dürften die Bücher nicht nnt dem Mathematiker von 
Fach, sondern jedem, der sich nur einigermaisec f ür 
schaCl interessiert, ja überhaupt jed| 
manche genuisreiche Stunde «chaT 
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